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常用 符号 表 


Ra: 表示 d 维 欧 氏 空间 , 及 = RL R+ = [0, oo). 

多 (9): 表示 拓扑 空间 9 中 的 Borel o 代数 , 即 9 中 一 切 开 集 所 产生 的 o 代 
数 . 

B48(RA4): 表示 RA 中 一 切 开 集 所 产生 的 0 代数 , 即 Borel o 代数 . 

04: 表示 一 切 有 界 9d 可 测 的 实 值 函 数 . 

C([0, 1]): 表示 [0, 1] 上 的 一 切实 值 连续 函数 . 

fe 1/Z2: 表示 f 关于 o 代数 名 ,Zo 可 测 , 即 广 !(G2) C 1. 特别 地 ， 
fe 多 表示 f-1(881) C 多. 

a 人 b: 表示 取 a 与 b 中 最 小 者 , 即 a 人 b= min(a, 5b). 

a Vb: 表示 取 a 与 b 中 最 大 者 , 即 a Vb = max(a,b). 

Z: (如 不 特别 声明 ) 表示 整数 集 , Z+ 表示 非 负 整数 集 . 

五 ( 斜 黑体 ): 表示 期 望 算 子 . 

var: 表示 方差 . 

cov: 表示 协 方差 . 

(Q, 多 , PP): 表示 概率 空 | 

VY, 多 i: 表示 o 代数 列 a n > 0} 取 并 后 以 它 (未 必 是 o 代数 ) 所 产生 成 


的 o 代数 
设 入 一 {Xn,n 之 0} 是 一 实 值 随机 过 程 ， 则 Xl?: 表示 Xn 的 L? 范 数 ， 
即 EE(|Xnj?); |Xll? 表示 Sup BUAal 


R. V. : 表示 随机 变量 . 


常用 符号 表 


d. f. : 表示 分 布 函 数 . 

d'. 工 : 表示 准 分 布 函数 . 

c. f. : 表示 特征 函数 . 

i. d. : 表示 无 穷 可 分 的 . 

二 >: 表示 关于 测度 的 弱 收 敛 . 
己 : 表示 关于 测度 的 局 部 弱 收 敛 . 
二 >: 表示 关于 测度 的 淡 收 敛 . 
一 : 表示 概率 收敛 . 

as 表示 概率 为 1 地 收敛 
一 一: 表示 几乎 一 致 收敛 . 
二 ,: 表示 LP 收敛 . 

一 一: 表示 完全 收敛 . 

一 >: 表示 函数 的 弱 收 伍 . 
一 ): 表示 函数 的 局 部 弱 收 敛 . 
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第 一 章 ”距离 空间 中 的 测度 


81 单调 类 定理 


本 书 是 基于 测度 论 之 上 而 写 的 , 但 是 , 为 了 读者 的 方便 和 本 书 的 特殊 需要 ， 
对 抽象 空间 中 的 测度 的 基本 概念 及 性 质 , 对 距离 空间 中 的 测度 , 特别 是 距离 空间 
中 的 Hausdorff 测度 和 N 维 欧 氏 空 间 中 的 Lebesgue - Stieltjes 测度 , 仍 给 以 适 
量 的 论证 . 

关于 集合 的 运算 , 我 们 沿用 习惯 的 称呼 与 符号 . 例如 , 给 定 集合 9, 对 其 中 任 
意 两 个 子 集 4 和 B, 记 为 4cQ,BcQ. 而 4AUB,AN 门 B 和 4-B 分 别 表示 4 
和 B 之 并 、 交 与 差 . A 人 AB 表示 4 和 B 的 对 称 差 , 即 4AB = (4-B)UB- A4). 
类 似 地 , 若 工 是 任 一 指标 集 , 且 对 任何 r seT,4. Cc 9, 仍 用 U. 4 和 Nn A+ 分 


别 表示 {4,,r eT} 之 并 和 交 . 4e = Q -4 表示 4 之 补 集 . 2 表示 空 集 . RN 表示 
N 维 欧 氏 空间 , R = Ri,R = [-00,o%0]. 对 a,beR, a Vb EE maxf{a, b}, 本 
min{a, b}. 


定义 1.1 设 Q 是 任 一 给 定 的 集合 , ;是 0 中 一 族 子 集 , 称 之 为 0 的 一 个 
集合 系 . 


(1) 称 集合 系 员 是 x 系 , 如 果 
{A1,.… ,An} CAM>=> NA em. 
i=1 


(2) 称 集合 系 员 是 d 系 , 如 果 


入 2 第 一 章 距离 空间 中 的 测度 


(DO em; 

(i) A,BEeEMACB=>B-AeM; 

(ii) An EM, An C Anui(n21)= VU AreM. 

二 ] 

(3) 称 集合 系 纲 是 o 代数 , 如 果 

(1) 0 € 2921; 

(i) A,BeM—>A-BeM:; 

(ii) 4。e Mn > 1) 全 U AneMm. 

n=1 

显然 , 若 钢 是 o 代数 , 则 gg < mn, 而 且 当 4 如 < mM(n > 1) 时 总 有 A% € 

Mn21) 有 人 NAA=(UA) em. 
n= 二 1 n=]1 

(4) 含 1 的 最 小 d 系 (或 o 代数 ) 称 为 由 rN 所 产生 的 4 系 (或 o 代数 )， 
记 之 为 dM) (或 om)). 

显然 , dM) (或 (9) 是 唯一 存在 的 . 


定理 1.1 集合 系 纲 是 o 代数 的 充分 必要 条 件 是 : 遇 既是 7 系 又 是 d 系 . 
证 必要 性 是 显然 的 . 
充分 性 . 由 于 mM 既是 r 系 又 是 d 系 , 所 以 欲 证 它 是 o 代数 , 只 需 证 明 它 关 
于 可 数 并 运算 封闭 即 可 . 事实 上 , 由 % 既是 x 系 又 是 d 系 推 知 
AeMm=>A4=0-Aem. (1.1) 


由 (1.D) 及 级 是 关系 推 知 


{A1,.… ,An} CM U4- (入 4 €M. (1.2) 


i=1 i 二 ] 


由 (1.2) 式 及 d 系 的 第 (过 ) 条 性 质 可 得 


An E Mn > 1) > [jae U (U4) eM. 


n=1 n=1 \i=1 
定理 1.1 得 证 . 
定理 1.2 设 员 是 Q 上 的 一 个 7 系 , 则 d(9%) = oa(9%). 
证 由 于 o(m) 是 包含 的 一 个 d 系 , 所 以 o( 纲 ) 2 d(9m). 因此 , 为 证 定 


理 , 只 需 证 明 d(9m) 是 o 代数 . 根据 定理 1.1, 则 只 需 证 明 d(9%) 是 一 个 x 系 即 
可 . 事实 上 , 若 令 


9 = {Bed(Mm): BNA ed(Mm) 对 一 切 A er 成 立 }, 


81 单调 类 定理 .3. 


要 证 2 = d(). 由 于 钢 是 x 系 , 所 以 BD 纠 . 若 能 证 2 是 一 个 d 系 , 则 
1 Dd(), 从 而 B1 = dM). 

(i) 显然 ， QE. 

( 训 设 Bi1, Bo。€ ,Bl C Bo, 则 对 任何 4 € mM, 由 9 的 定义 有 Bi 门 4 € 
dO9m)(i = 1,2). 又 因 Bi 门 4c Bo 门 4, 所 以 由 a 系 的 性 质 (i) 有 


(Bz — Bi)fNA = ((B2f NA) - (Bif NA)) € dm), 


此 即 B» — Bie D1. 
(ii) 设 BC Bnti, Bn € i(n > 1), 则 对 任何 4 € mM, 有 (Bn 门 4) < 
dM), (Bn. (NA) C (Bnti fh), 所 以 由 d 系 之 性 质 (ii) 有 


(D oj n4= UU (BNA) e an) 
n=1 


n=1 


此 即 n 
(J DB € Di. 


n=1 
这 就 证 明了 人 是 一 个 d 系 , 所 以 久 = d(9%). 
再 令 


2 = {BE dM) : (BA) € dM) 对 一 切 4 e d( 和 nm) 成 立 }， 


要 证 9 = d(2), 即 dm%) 是 r 系 . 事实 上 , 由 2 = dm) 知 : 2 2 Mm. 仿 9， 
可 证 多 也 是 d 系 , 所 以 2 = d(%). 定理 证 毕 . 


定义 1.2 设 Q 是 任 一 给 定 的 集合 , 多 是 Q 上 的 一 个 go 代数, 即 (Q, 多 ) 
是 一 个 可 测 空 间 . f : Q 呈 R, 称 有 是 多 可 测 函 数 , 如果 对 任何 Ze R, 都 有 
{w EQ:f(w) < 7z}e 多 . 特别 地 , 若 f 可 表示 为 f= 站 cil44 其 中 ci 为 常数 


Ai E 多 ,1 区 in, 14 表 集 合 4 上 的 示 性 函数 ， 即 是 lu(z) =1 当 zE4 而 
l14(z) =0 当 zeE4, 则 称 为 多 简单 函数 . 当 不 致 混 消 时 , 多 可 测 函 数 (或 多 
简单 函数 ) 简称 为 可 测 函 数 (或 简单 函数 ). 易 证 : 任何 非 负 多 可 测 函 数 户 均 可 
表 为 一 串 单 增 的 多 简单 函数 {fn} 的 极限 :了 = lim fr, 其 中 fn < fnti(n > 1). 


定理 1.3 (单调 类 定理 ) 设 Q 是 任 一 给 定 的 集合 , MM 是 Q 上 的 一 个 7 系 ， 
HC 是 定义 在 Q 上 的 满足 下 列 条 件 的 实 值 函数 构成 的 向 量 空间 : 

(1) 常数 1 € . 知 , 且 对 任何 4A € ,14 € .5; 

(2) 和 6 包含 了 一 切 含 于 .和 6 的 非 负 的 单 增 的 函数 列 {所} 的 实 值 极限 函数 
(相应 地 , 有 界 的 极限 函数 ) f= lim fn, 即 
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“fn EH, OS fngfnt (n21),f= lm fn 是 实 值 函 数 (相应 地 ， 

有 界 实 值 邵 数 ) 一 f € 60”， 
则 6 包含 了 一 切 定义 在 Q 上 的 实 值 的 (相应 地 , 有 界 实 值 的 ) o(M) 可 测 的 函 
数 . 

证 令 9= {4ACQ:14€ .6}. 由 定理 的 假设 (1) 可 知 Qe 2, 和 Mc 9. 而 
Cp 是 向 量 空间 , 故 当 A41, 42 € 9 且 hi C hs 时 可 推出 : 14,_4) = 14, 一 141 € 
52, 亦 即 4s - A1€ 9. 又 由 (2) 可 知 : 对 2 中 任 一 单 增 序列 {4n} 总 有 


l~» =supl4 = lim 14, €%, 
人 n>1 A 


即 UU 4 € 9. 总 之 , 9 是 9 上 的 一 个 4 系 . 故 由 定理 1.2 得 知 9 2 d(gy) = 
n=1 
o (mM). 

任 取 一 个 o(9%) 可 测 函 数 f, 令 f+ = fv0,f- = (--f)v0 分别 为 了 的 正 部 
与 负 部 , 它们 都 是 非 负 的 c(9) 可 测 的 实 值 函 数 . f+ 总 可 表 为 非 负 单 增 的 简单 
函数 列 

{a 本 Dat 1 m,n 之 | 
4 一 上 
(a € BR, A e o(mN), A 由 4 = g, 当 i 六 7) 的 极限 .由 凡 €E 及 
条 件 (2) 可 知 f+ € . 知 . 仿 之 可 证 f- e .于 是 , 由 .和 是 向 量 空间 可 得 
f= (f+ 一 了 f-)€ .和 .定理 证 毕 . 
引 理 1.1 设 Q1,92 为 任意 两 个 给 定 的 集合 , 嘱 是 Q。 上 的 一 个 集合 系 ， 
f :01 一 92 是 由 Qi 到 9s 的 一 个 映射 , 则 
广 :(a(OD)) = c(f (Mm)). 
证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 证 明之 . 
今后 恒 用 /1(9%) 坚 {f-1(4) : 4e 钢 ), 而 f-1(4) 是 了 在 4 上 的 逆 像 集 . 


引 理 1.2 设 Q 是 任 一 给 定 的 集合 , 工 是 任 一 指标 集 , (i, 久 H) 是 可 测 空 间 ， 
锡 是 名 中 的 集合 系 , ac( 殉 ) = Gf: Bi,(iET). 再 令 


多 一 {a :B= {|f71(4i),Ai EFi,lI 是 T + 之 有 限于 和 | . 


i€EIT 


ol(fi,i E 1) 一 和 (U ee) ) 


iET 
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则 

(1) 多 是 T 系 (VicDT) 僵 多 是 T 系 ; 

(2) c(8) = (jsie 

证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 证 明之 . 

定理 1.4 (单调 类 定理 ) 设 Q,T, 了 ,多 ,多 ;和 fi 如 引 理 1.2 中 所 定义 , 且 多 
是 系 .车 .6 是 定义 在 上 的 一 些 实 值 函 数 所 构成 的 向 量 空间 且 满 足下 列 条 
件 : 

(1)le %; 

(2) “hn € 和 CE,0 < hn < hnri(n >> 1),h = suphn 有 限 (相应 地 ， 有 界 ) 

也 之 荆 

>heH”; 

(3) . 知 二 {f= 1 14.(f2) : 4i EFi,iE1T,I 是 的 有 限 子 集 、 CC .和 5， 
则 . 知 包含 了 一 切 o( 所 ET) 可 测 的 实 值 (相应 地 , 有 界 ) 函数 . 

证 注意 


Ii14.(f) = HN fA) 
i€I 


则 可 得 : 

32 = {1a:Ae ZF}. 
由 (3) 得 {14 : 4 e 多 } Cc 6p. 再 注意 多 是 r 系 , 则 由 定理 1.3 立即 得 到 定理 
1.4. 


附注 1.1 我 们 有 时 把 定理 1.1 和 1.2 称 为 集合 形式 的 单调 类 定理 , 而 把 定 
理 1.3 和 1.4 称 为 函数 形式 的 单调 类 定理 . 
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在 这 一 节 中 , 我 们 要 研究 抽象 空间 中 的 预测 度 、 外 测度 和 测度 的 基本 概念 
和 简单 性 质 . 


定义 2.1 设 Q 是 任 一 给 定 的 集合 , 多 是 Q 上 的 一 个 集合 系 , T : 史 喇 
[0,o0]. 称 了 是 多 上 的 一 个 预测 度 ， 如 果 ge 多 且 T(O)=0. 称 多 上 的 预测 
度 了 7 是 .多 上 的 外 测度 , 如 果 T 还 满足 : 

(1) 单 增 性 , 即 当 hi, 42 e 多 ,hl C 42 时 总 有 T(4i) < T(4a)i 

(2) 半 可 加 性 , 即 当 {An} C 多 ， U4 E 罗 时 总 有 U4 < 二 7r(4 T(An). 

若 多 是 0 的 全 体 子 集 时 ， 则 简称 多 上 的 预测 度 (相应 地 ， 外 测度 ) 为 预 页 测 
度 (相应 地 , 外 测度 ). 
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特别 地 , 若 多 上 的 外 测度 7 还 满足 
(3) 若 {A} 是 多 中 的 两 两 不 交 的 集合 列 , 且 站 A E 多 ,总 有 T ( 0 4 
= 六 7(hn) (可 数 可 加 性 ), 则 称 了 是 多 上 的 测度 
n=1 
称 测度 > 是 概率 测度 , 若 7(Q) = 1. 


定理 2.1 设 . 多 是 人 上 的 一 个 集合 系 ,T 是 多 上 的 预测 度 , 对 任何 4C 9, 
定义 


4(A) = ut 2 2 (2.1) 
ee 

则 1 是 Q 上 的 一 个 外 测度 , 有 时 称 /是 预测 度 7 按 模式 (D 产生 的 外 测度 . ( 注 : 
车 (2.1) 式 右 方 不 存在 ci e 史 ,Uci 2 4, 则 按 惯例 , 定义 inf G = 00.) 

证 由 外 测度 的 定义 立刻 可 验证 / 是 一 个 外 测度 . 

定义 2.2 设 / 是 Q 上 的 一 个 外 测度 , 称 Q 的 子 集 4 是 由 可 测 的 , 如 果 对 
任何 Al C 4, 42 C (2 一 4)， 总 

HA(4iU42) = p(A1) + p(A2). 


用 o(1) 表 全 体 jw 可 测 集 . 


命题 2.1 若 Ei,E2€o(n),Bi 人 NE =2,ACOQ, 则 
pu(ANN(BIUE2)) = p(ANE) + pp(AfNE2). 


证 由 /可 测 集 之 定义 立 得 此 命题 . 

定理 2.2 设 儿 是 Q 上 的 一 个 外 测度 , 则 c(1) 是 Q 上 的 一 个 og 代数 ,而 
且 在 ol(j) 上 的 局 限 Hu 是 一 个 测度 . 

证 为 证 此 定理 , 只 需 证 明 下 列 四 类 : 

(a) 如 果 (4) = 0, 则 A eo(p); 

(b) 如 果 Be ol(n), 则 Be = 0 B)e ci 

(c) 如 果 {En} C ol(p), 则 ” En € olp), A En € ol(p); 

(d) 如 果 { 轧 } co(p), 且 TB } 两 两 不 交 ， 则 


A (0 5] = >》 A(En). (2.2) 
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现 证 (a). 设 u(A) 0， Ai C A, 42 C A°, 则 
HA(42) < L(A1UA2) 入 AL(41) + 4(A2) 
< p(A)+ 1(A2) = yp(A2), 
所 以 jp(A1U Ah2) = jp(A1) +p(A2), 从 而 A € ol(p). 


再 证 (b). 用 对 称 性 立刻 可 证 (b). 
第 三 , 对 两 个 集合 忆 , Eo 之 并 的 特例 来 证 (ce). 设 Bl, E2 Eo(1),A4 和 B 是 
两 个 具有 有 限 j 测度 的 满足 下 列 条 件 的 集合 : 


AC (BiUE,), BC (EilUE2)°. 


因为 

AUB = (ANEDUI(AUB)NNN - Ei)l, 
而 且 

(4 站 21) CFB，(4AUBNM(0-B)cCcQ-，Bi 是 可 测 集 ， 
所 以 
4(AUB) = p(ANE1) + x((AUB) NN — Bi)). (2.3) 

但 是 

(AUB)MN(Q - Ey = {AfN(O — FB)}UB, 
而 且 

AmQ- 妃 )cEB2，BCQ-E2， Bo 是 可 测 集 ， 

所 以 


x((AUB)NN(N ~ Ei)) = p(AMN(O — EB1)) + p(B). (2.4) 
再 用 El e o(1), 得 
HAUE1) +A4mG — Ei1)) = 1(4). (2.5) 
由 (2.3)~(2.5) 得 
4(AUB) = p(A) + p(B), (2.6) 
所 以 EUE2 是 j 可 测 集 . 
第 四 , 设 {EB} 是 两 两 不 交 的 4/ 可 测 集 , 要 证 (2.2) 成 立 ( 即 (d) 成立), 而 
且 U En 和 AN Es 都 是 j 可 测 集 . 记 
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有 目 任 取 AcE 自 BcQ- ,反复 利用 第 三 步 , 可 证 : 对 任何 正 整数 n, UU ;都 
i=1 
是 4 可 测 集 . 因此 ,由 BCcQ-BcQ-U BAN (UD 可 CU 得 


Us 


= 名 E; )) +4(B). (2.7) 


由 于 En, En-1,… ,Bi 是 两 两 不 交 的 jp 可 测 集 , 所 以 由 命题 2.1 得 : 


jaa) vers) 


， + pu(ANEn) 


u(AUB) > 4 (I (U 5] 


i=1 





一 
> 
D 
pr 
IC :> 
包 
NS 
放 一 
I 
E 
NN 
站 
p> 
D 
S a ~ 
Ly 
甸 


E; 


| 
时 
人 
> 
3 
De 
Cr 


| 
J 

D> 

2 
一 人 
©. pe 
由 | 
pe [i 
Ne Se 


ee 
二 


E; | + p(ANEn-1) +A4fiEn) 


= 》 (ANE;). (2.8) 


将 (2.8) 代入 (2.7) 得 知 对 任何 正 整 数 n 有 : 


(AUB) > 2 n(ANE:) + p(B), (2.9) 
i=1 
所 以 
A(4UB) > > nu(ANEn) + p(B). (2.10) 
再 用 外 测度 的 半 可 加 性 得 : 


(AUB) > Yn(ANEn) + p(B) 


n=1 


(olD) 0 


> 4(A)+ 41(B) 
> u(AUB). (2.11) 
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因此 (2.11) 中 的 所 有 的 > 都 应 为 =. 由 p(4UB) = p( 人 +p(B) 知 U En 是 
4 可 测 集 . 在 (2.11) 中 取 B= Cg,4= U En, 得 


(Us a Du En). (2.12) 


n=1 一 1 


此 即 (d) 成 立 . 由 对 称 性 知 六 B= ( 日 想 】 也 是 可 测 集 


最 后 , 对 任意 一 申 4 可 测 集 {En}, 要 证 U En 和 站 B 都 是 / 可 测 集 . 
事实 上 ， 站 


Co 


C8 


mie) 


由 前 面 三 步 的 证 明 可 知 {(En 门 (9 一 U 万 )),m > 1} 是 两 两 不 交 的 / 可 测 集 列 ， 


再 根据 第 四 步 ， 癌 已 是 4 可 测 集 . 利用 对 称 性 可 知 E, (U0 ze) 也 是 
4 可 测 集 . 定理 证 毕 . 


n=1 nn 


定理 2.3 设 儿 是 Q 上 的 外 测度 ,TCQ,{An} Co(p), 则 


CD {4n} 单 增 坟 4 (TN (Dh) ) =supu(TN Ao); 


(2) {An} 单 降 , 而 且 存 在 no 使 jy(Ano 门 T)<oo 志 4 (rn (i 后) = 
inf p(T HN An). 


证 (1) 令 名 = 4 (0 U 入 )， 则 {Bj 是 两 两 不 交 的 /可 测 集 ,而 
且 U E, = U An， 在 (2.11) (注意 : (2.11) 式 中 一 切 > 号 都 是 等 号 ) 中 取 
n 二 1 n=1 
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-Bln (Us)ne) 
-> p(TNEn) 


= sup Dp(TNE) 


nz>1 1 二 1 


-wpe (nN (U5)) 


= AT 人 4) (2.13) 


(2) 由 定理 2.2 知 o(1) 是 一 个 o 代数 , 所 以 门 4 和 A 一 站 4， 都 是 
可 测 集 . 再 用 命题 2.1 和 本 定理 的 结论 (1) 可 得 : 


1 (mn (NN 4)] 
= p(TNAno) — 4 (mn (wu N 人 


=p(INAm) ~ (nn (0 3 
-wanhaJ ~ sup p(TNAma fs) 
= u(TNNAno) 一 suppl Th —TNAnof An) 
= inf p(TNAnof An) 
= igf p(T{ An). 
定理 证 毕 . 
推论 2.1 设 多 是 Q 上 的 o 代数 ,/ 是 史上 的 测度 , {An}C 多 , 则 
四 车 {4m} 单 增 , 则 4( 站 4] = ,im a(4n) 


(2) 车 {4n] 单 隆 , 且 存在 mm 使 hn] < oo, 则 六 ( 站 和 ) = ma 
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定理 2.4 设 {pirmeEeTl 是 一 族 外 测度 , 工 是 任 一 指标 集 , 则 
def. 
/ = sup Hn 
neT 
也 是 一 个 外 测度 . 
证 由 外 测度 之 定义 立即 可 证 得 此 定理 . 
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设 (9,p) 是 一 个 距离 空间 , p 是 Q 上 的 一 个 距离 . 对 任何 xz,y € 9, 4,B Cc 
Q,p(z,y) 表 z 和 yy 之 间 的 距离 ; p(x, 4) 2 inf Pp(z,Y) 表 点 z 列 集合 4 的 距离 ; 
p(4,B) 坚 inf p(X, B) 表 集 合 4 与 集合 B 之 间 的 距离 . diam(4) = sup Oo 
I TY 
表 和 集合 4 的 直径 , 空 集 g 的 直径 diam(@) 定义 为 0. 


定义 3.1 设 (Q,p) 是 一 个 距离 空间 , 多 是 Q 上 的 一 个 子 集 系 ,了 是 多 上 
的 一 个 预测 度 , 对 任何 B CQ,e > 0, 令 


i=1 1 


be(B) = inf {Er :0 € Z| Je B,diam(ci) < | 
易 证 je 是 Q 上 的 一 个 外 测度 . 再 令 
HA(B) = suppe(B) (BC O,), 
E>0 


用 定理 2.4 可 证 也 是 Q 上 的 一 个 外 测度 , 称 之 为 由 预测 度 7 按 模式 (人 产生 
的 外 测度 . 
显然 , 当 s 下 降 时 jy。 上 升 , 故 
4(B)= suppe(B)= lim p(B) (BC 0). 
e>0 < 
定义 3.2 设 (Q,p) 是 一 个 距离 空间 , 4,B CQ, 若 p(4,B) > 0, 则 称 4 和 


B 是 一 对 隔离 集 . 称 0 上 的 外 测度 几 是 Q 上 的 一 个 距离 外 测度 , 如 果 对 任何 一 
对 隔离 集 4 和 B, 都 有 jj(Al)B)=4(4)+ p(B). 


定理 3.1 距离 空间 (Q,p) 上 的 任何 一 个 预测 度 7 按 模式 (了 产生 的 外 测 
度 / 都 是 距离 外 测度 . 


证 为 证 定理 , 只 需 证 明 对 任何 一 对 隔离 集 4 和 B, 都 有 
A(4UB) > 1(A)+ 1(B). (3.1) 
不 失 普 遍 性 , 可 设 kw(4UB) < oo 且 diam(Q) > 0, 否则 (3.1) 自然 成 立 . 
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取 6>0,61 >0,6 >0, 使 
. 6 
p(A,B)>6, diam(0) >6;>0,(i=1,2). 令 7 = min 全 可 ;| 
由 14UEB) < oo 及 4 是 预测 度 r 按 模式 ( 产生 的 外 测度 可 知 : 
u(ALJB) 2 inf T(ci) : diam(ci) <7, se (4UB). | 
因此 , 对 任何 es > 0, 可 取 {ci} 使 


Un 2 (AUB); 
人 <n (i=1,2,.…); (3.2) 
> "(0) < pu(AUB) +e. 
廖 设 存在 一 个 i, 使 
cf\A #2 #0[B, (3.3) 
则 可 取 oo e ci 门 4,bo Ee ci 门 B, 使 


plao,bo) < diam(ci) < 7 < 


IS 


< 3p(4, B) < 3p(a0, bo). (3.4) 


因此 p(ao,b0) = 0 = n. 这 与 9 的 取 法 矛盾 , 所 以 , 没有 一 个 i 会 使 (3.3) 成 立 . 
再 令 


= 性 知 cA4 #2， 


多 ， 反 之 ; 
i Ci 若 cfNB 2%, 
” 【gg， 反 之 
(i = 1,2,.…), 


则 
Dm ) <n<6, diam(Bi) <n<6 (i=1,2,.…), 


U4 2 4， Ua3a (3.5) 
?一 1 
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由 于 没有 一 个 i 会 使 (3.3) 成 立 , 所 以 由 4 和 B; 的 定义 得 知 : 对 同一 个 i 4 
和 B; 中 至 少 有 一 个 是 空 集 , 所 以 
T(Ai) 十 T(Bi) = max{7T(4i),T(Bi)} 
< max{T(ci),T(G)} 
=7(c) (i=1,2,..…). (3.6) 


由 (3.5)、(3.6) 和 (3.2) 得 : 
pa (A) + p5(B) < D7(A) + D7(B) 
< > T(ci) < u(AlJB) + Ee. (3.7) 


由 :> 0,51 >0 和 6。 >0 可 任意 接近 0 可 知 


p(A) + p(B) < (AUB). 
定理 证 毕 . 


定义 3.3 设 (0Q,p) 是 一 个 距离 空间 , 9 是 Q 中 的 全 体 开 集 所 构成 的 集合 
系 , 由 多 产生 的 og 代数 o(9) 称 为 0 上 的 Borel o 代数 , 记 之 为 多 (Q), 其 中 每 
一 集 均 称 为 Borel 集 . 

定理 3.2 设 几 是 距离 空间 (Q,p) 上 的 任意 一 个 距离 外 测度 , 则 每 一 Borel 
集 溺 4 可 测 , 即 | 

B(N) Cc olp). 

证 显然 2,Q eo(n). 任 取 9 中 的 一 个 不 等 于 Q 的 非 空 闭 集 F, 若 能 证 明 
已 e cf 则 定理 得 证 . 事实 上 , 任意 一 个 这 样 的 闭 集 F, 必 存 在 两 个 非 空 的 集 
合 4 和 B, 满足 

ACF BCO-HK. 


下 面 我 们 要 构造 一 列 单 增 的 集合 {Bn} 使 

(1) B= U. Bn; 

(2) 对 每 个 ， n 之 1,Bn 与 0 - Bl 是 一 对 隔离 集 ; 
(3) 对 每 个 n> 1,4 和 B, 也 是 一 对 隔离 集 . 


学 


B= {re B: pl,F)>2) (n > 1), 
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往 证 {B,} 即 为 所 求 . 显然 {Bn} 单 增 . 由 于 F 是 闭 集 且 Bc QQ 一 ,所 以 (1) 
成 立 . 由 于 F 是 闭 集 , 4 C F, 所 以 由 B 的 定义 得 知 : Bi 与 4 是 一 对 隔离 集 
(vn > 1), 此 即 (3) 成 立 . 再 证 (2) 成 立 . 任 取 be Bn, cE QBnri,(n 之 1). 由 
Bn41 的 定义 有 
inf plog< ——. 
yEF nn 二 1 
所 以 可 取 一 点 fe Ff, 使 


poD <1/ (n+3) 


请 设 


则 


已 | 一、~ 一 








这 与 be Bn 矛盾 , 所 以 


n 《 十 3) 
此 即 (2) 成 立 . 


利用 {B。} 的 构造 及 其 性 质 , 我 们 有 : 
4(AUB) > Sup u(AUB,) 
= supl A(4) + p(Bn)} 
= J(A)+ up AUBn) 
= Ju(A)+ 4(B). 
因此 j(4AUB) = (4) 十 j(B), 从 而 Fe ol(p). 定理 证 毕 . 
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84 NN 维 欧 氏 空 间 中 的 L-S 测度 


对 N 维 欧 氏 空间 RN 其 中 的 点 用 za oo 
(al …: ,aN) 和 b= (b1,..: ,bn) 表示 . 记 


(ab={reRN :a <ri bl<igN} 
为 RN 中 的 左 开 右 闭 NN 维 区 间 (CN 维和 矩形 ) 
IN ={(a,bl:a,be RN,a < ob)} 
为 RN 中 全 体 左 开 右 闭 的 入 维 区 间 的 全 体 , 此 处 a < b, 意 即 a; < bi(i = 


1,… ,入 ).a 之 b,a < b,a >5b 的 意义 类 似 . (a,b), [a,9], [a,5) 的 定义 仿 (a, 可. 


定义 4.1 设 下 :RNA 呈 及 . 称 已 是 (L-S)N 函数 (NN 维 Lebesgue-Stieltjes 
函数 )， 如果 

(1) 如 果 所 (zx1,… ,ZN) 对 每 个 变量 性 右 连续 ; 

(2) 任 取 (a,0| € ZN, 均 有 : 


Lp((0,0]) EE Flb1,::: ,bn) — [F(a1,bo,..: ,bN) 
+F(b1, a2,b3,.…- ,bN) 十 … 十 FF(b1,:… , DN-_1,QN)] 
3 让 (DMP(ai ranj 20, (4.1) 
显然 F(T1,… ,ZN) = XZ1:…XN 是 (L-S)n 函数 ， 这 个 特殊 的 (L-S)N 函数 
称 为 LN 汤 数 (N 维 Lebesgue 函数 ). 
称 (L-S)x 函数 FF 是 测度 有 界 的 , 如 果 


sup uF((a,b]))< M < ooi (4.2) 
apERN 
Q 扫 0 


称 非 负 的 、 测 度 有 界 的 (L-S)w 函数 是 标准 的 (L-S)w 函数 , 如 果 它 还 满 
足 
lim 下 (za ZN) 一 |， (4.3) 


而 且 对 任意 一 个 1<k< N, 有 
网 lim F(z1,..- ,TN) = 0. (4.4) 


附注 4.1 (L-S)1 函数 简 记 为 (L-S) 函数 . 
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定理 4.1 设 下 (x1,… ,ZN) 是 标准 的 (L-S)N 函数 , 对 任意 的 左 开 右 闭 的 和 N 
维 区 间 (ae ZN, 定义 jvF((a, 趾 ) 如 (4.1) (注意 : 集合 系 JN 是 半 环 ), 则 jp 是 
半 环 .IN 上 的 一 个 不 大 于 1 的 测度 ,从 而 它 可 以 唯一 地 扩张 到 u(.ZN) = 多 (RN) 
上 去 而 成 一 个 概率 测度 , 这 里 名 (R) 表示 RN 中 一 切 Borel 集 所 构成 的 Borel o 
代数 . 

证 为 证 此 定理 , 只 需 证 明 如 上 定义 的 jr 是 .fy 上 的 一 个 有 限 测度 . 显然 ， 
Lr 在 Zw 上 非 负 有 限 , 因此 为 证 pr 是 .Ar 上 的 有 限 测度 ,只 需 证 明 : pr 在 
ZN 上 有 完全 可 加 性 . 为 此 , 先 证 明 几 个 引 理 . 


引 理 4.1 设 {J,1<i<n} 两 两 不 交 且 含 于 .JN 而且 I 十 EZ, 则 
414=1] 

pF(D) = 》 pr(Ei). (4.5) 

证 用 归纳 法 ， 当 n < 2 时 , 由 pz 的 定义 直接 验算 可 知 (4.5) 成 立 . 设 


n= 二 上 一 1 之 2 时 (4.5) 成 立 . 要 证 n= 上 时 (4.5) 亦 成 立 . 事实 上 , 令 了 = (a,4]， 
总 存在 1 < m < &, 使 I = (c,0l,c > a,c 关 a. 不 失 普 遍 性 可 令 m= 1,c1 > 


ai(c = (cl ,CN),a 二 (a1,… ,aN)). 这 时 令 
= (cl b1; a2, b2;.*- ;an, bnN)], 
K = (a1,c1; 92, b2;.* ;aN, bn], 


则 五 CJJNK= CT= JUK, 且 存在 一 个 1>1, 使 cK, 不 妨 令 1=2. 所 
以 


J = NT = JHUTIUIEUY:…UIh,, 
K = KNMT = KIAUKIUKIAUY::.UKT,, 


从 而 


pF(TD)= F(T)+ HF(K) 
k 


一 jr( 卫 ) 十 》， LF(JT;) 
i=3 
k 


+AUF(Z) 十 》 ur(KE) 
?一 3 


k 
= > ,Ar(E). 
i=1 
归纳 法 完成 , 引 理 4.1 证 毕 . 
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引 理 4.2 设 {7, 卫 ,12,…}C IN, {了 ,12,…} 两 两 不 交 且 了 DD U i; 则 
n=1 


pz(D > DD pp(l). (4.6) 
n=1 


证 显然 , 对 任意 正 整数 k, 都 有 


n=1 n=1 n=1 
Ee I, 二 > 
“一 工 
{11 ig< rn} 两 两 不 交 且 {1hi} C FN， 
所 以 
k mg 
1— U In = (J J 
n=1 7 一 1 
故 


k 


k mg 
pF(D) = >》 pr(In)+ 2 H(i) > 》 ur(In). 


n=1 
由 的 任意 性 可 知 引 理 4.2 成 立 . 
引 理 4.3 若 {1,1,12,..…} C YN, C U 也, 则 uF(T) < > pe(1n). 
n=1 n= 
证 令 了 = (ao 中环 = (ae ,bo)]. 由 于 下 (x1,… ,znN) 对 每 个 自 变 量 均 右 连 


续 , 所 以 
dm Kr(D)=0 (= NN) (4.7) 


从 而 对 任意 给 定 的 s > 0, 都 存在 元 8” eE RN,a > 0,5"” > 0, 使 


Hr((a+a, 中 ) 之 WF((a, 9]) —&€ (4.8) 
pa ,bm + 0")]) < ur, b+ oi: (4.9) 


必 


Ir = (a 十 下， 中， LD 二 (a(™, bl?) + 5"™], 
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(DocIclJhc Un), 
人 一 | n=1 


(此 处 及 后 文 , 4 表 4 之 闭 包 , 而 40 表 4 之 开 核 .) 所 以 , 由 有 限 履 盖 定 理 得 知 : 
存在 一 个 有 限 的 正 整 数 k, 使 


k 
(Dc Um), 

n= 二 1 

更 有 
k 
了 cj 及 

n=1 

所 以 


k 
Tew]. 
ee k—1 
= TITU 上 (Ts CO 
n=1 
此 处 及 后 文中 以 4* 表示 4 的 补 集 . 由 此 推出 : 


pr(T) < pr(T) + + hrF(l). (4.10) 


所 以 由 (4.8)~(4.10) 得 


而 e >0 可 以 任意 小 , 所 以 


引 理 4.3 证 毕 . 
由 引 理 4.1~4.3 得 知 jwp 是 .jy 上 的 有 限 测度 . 定理 4.1 证 毕 . 


附注 4.2 定理 4.1 中 的 由 .zy 唯一 地 扩张 到 多 (RN) 上 去 的 测度 jw, 仍 
用 jr 记 之 , 称 之 为 L-S 测度 . 
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附注 4.3 对 于 积分 
[ f(T1,..° ,TN)dhF 
RN 
有 时 记 作 
/ f(z)dur， 或 / f(z)up(dz), 或 
RN RN 
/ f(z)dF， 或 / f(z)F(dz), 
RN RN 
此 类 积分 , 通称 为 (L _ 8) 积分 . 
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在 这 一 节 中 , 简单 地 介绍 一 下 Hausdorff (外 ) 测度 . 

在 本 节 中 , 恒 用 更 表示 满足 下 述 条 件 的 函数 p 构成 的 函数 族 ( 称 8 为 测度 
函数 族 ): 

(1) 2 : (0,6) 一 (0, oo),6 为 一 正 数 ; 

(2) p 是 单 增 的 、 右 连续 的 上 且 (0+) = 0. 此 处 及 后 文中 恒 用 p(x+0)(p(z 一 0)) 
表 y 在 zx 的 右 ( 左 ) 极限 . 

令 Bo 是 更 中 的 “限制 增长 ”的 子 函 数 族 : 


Go = {fpe 更 : 存在 K>0, 使 yp(2s)/p(s) < K, 


对 一 切 0<s< 5 成 立 .} 
定义 5.1 (Hausdorff 外 测度 ) 任 取 pe GB,BcCc RN, 定 义 


pw —m(B)= lim inf 全 oldiam(Gi)) : 


Gi E Y, (J Gi 了 B, diam(G:i) < | ; (5.1) 


1 一 工 
此 处 多 是 RN 中 全 体 开 集 , diam(Gi) 表 Gi 的 直径 , 即 是 diam(Gi) = sup, lz 一 
TVECGi 
yl,|z 一 y| 表 zx 和 wy 在 RN 中 的 欧 氏 距离 , 特别 地 , 若 N = 1lz 一 名 就 是 z 与 9 
之 差 的 绝对 值 . (5.1) 式 中 极限 符号 下 的 “e | 0” 意 指 上 单调 下 降 从 右 方 趋 于 零 
称 gp 一 m(B) 为 集合 B 关于 测度 函数 p 的 Hausdorf 外 测度 . 特别 地 , 称 
59 一 m(B) 为 B 的 a 维 Hausdorff 外 测度 , 此 处 a 是 一 个 非 负 实 数 . 


由 定理 3.1 和 定理 2.2 立 得 


. 20 . 第 一 章 距离 空间 中 的 测度 


定理 5.1 Hausdorff 外 测度 p 一 m(。) 是 一 个 距离 外 测度 , 而 p 一 m(。) 在 
0(p 一 m(。)) 上 的 局 限 是 一 个 测度 , 称 之 为 Hausdorff 测度 . 


附注 5.1 在 一 般 的 文献 中 , 多 半 只 讨论 Hausdorf 外 测度 , 而 不 提 Haus- 
dorff 测度 , 并 把 Hausdorff 外 测度 简称 为 Hausdorff 测度 . 


附注 5.2 定理 5.1 中 的 c(p 一 m(.)) 包含 了 RN 中 的 全 部 Borel 集 (请 参 
见 [36] 第 一 章 定理 2.6). 


附注 5.3 ”Hausdorff 外 测度 有 许多 等 价 性 的 定义 , 有 兴趣 的 读者 请 参看 文 
献 [36] 定理 2.7. 


下 面 介 绍 Hausdorff 维 数 的 定义 及 其 简单 性 质 . 
定义 5.2 任 取 BC RN, 定 义 


dim(B) EE inf{fa > 0:s°—m(B)=0} 


为 B 的 Hausdorff 维 数 . 


定理 5.2 对 任何 BCRN, 总 
(1) B>a,s* —m(B)<%= st —m(B) < oo%; 
(2) a > dim(B) = s2 ~ m(B) = 0; 
(3) a < dim(B) =S s2 — m(B) = oo; 
(4) a= dim(B)=> 0 < s*—m(B) < o%; 
(5) dim(B) = inf{a > 0:s° —m(B) = 0} 
= inf{fa >0:s°—m(B) < col 
= sup{a > 0:s° —m(B) = oo} 
= sup{a > 0:s° —m(B) > 0}. 


证 由 Hausdorf 外 测度 和 Hausdorff 维 数 的 定义 即 可 验证 此 定理 成 立 . 
定理 5.3 (Hausdorff 维 数 的 o 稳定 性 ) 对 任何 Bn C RN(n = 1,2,:…)， 


总 
di Bn, | = sup dim( Bn,). 
im (0 | im(B.,) 
证 显然 , 由 维 数 之 定义 有 
dim (0 5.] > sup dim( Bn,). 
n=1 n>1 
下 面 证 明 


dim (0 5 和 sup dim(B,,). (5.2) 
似 之 1 
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不 失 普 遍 性 可 设 


sup dim(Bn) < co. 
n 之 1 


心 


an = dim(Bn), a = sup an， 


n> 


对 任何 。 > 0, 由 定理 5.2 知 
sote —m(Bn) =0, n=1,2,.., 
从 而 
ste _m ( 区 中 攻 V(t = 
1 = 


n= 二 n= 二 1 


于 是 
dim (0 oj <a++e. 
n=1 


由 >0 可 以 任意 小 得 知 (5.2) 成 立 . 定理 证 毕 . 
定理 5.4 对 RN 中 任何 一 个 可 数 集 B, 总 有 dim(B) = 0. 
证 任 取 单 点 集 {z} Cc RN, 总 有 dim({fz}) = 0. 再 用 定理 5.3 立 得 定理 5.4. 
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1. 设 (Q,p) 是 距离 空间 , 4,B Cc 9,f:0 一 R. 称 f 是 Ah 与 B 的 一 个 隔离 
函数 , 如 果 f(z) = 0(Yz e 4), f(z)=1(vzeB) 且 0<f<g1. 

(i) 若 p(4,B) > 0, 则 4 与 BB 有 一 致 连续 的 隔离 函数 ; 

(说 车 p(4,B)=0, 但 4 站 B=%, 则 4 与 BB 有 连续 的 隔离 函数 ; 

(ii) 若 4 门 Bz 才 , 则 4 与 B 没有 连续 的 隔离 函数 ; 

(iv) 若 4 门 B 承 9, 则 4 与 B 没有 隔离 函数 . 

2. 设 / 是 多 (R?) 上 的 一 个 测度 , 满足 U(T) < oo(YI e . 丈 )， 试 构造 函数 
F(z1,72), 它 所 产生 的 (L-S)> 测度 就 是 j. 

3. (Hausdorf (外 ) 测度 的 等 价 定义 . 设 p € B 是 一 个 测度 函数 , (9,po) 是 距 
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离 空间 . (多 ) 是 全 体 开 ( 闭 ) 集 . 对 任何 B c Q, 任何 e > 0, 定义 


u?(B) = inf b> p(diam(Gi)) : Gi € Y, diam(Gi;) < &, 


i=1 


C8 
4 
U 
by 

~ 


© 
ll 
请 


y*(B) = inf 乌 pdiam(Fi)) : Fi € ,diam(F:) 


i=1 


ce 
册 
[a 


人 
mm 
CC 
U 
es 
\ 一 一 一 


从 
nm 

C8 
只 
U 
ey 


or?(B) = inf b> vp(diam(B;)) : Bi C 0, diam(B;) 


“一 1 


Se 
| 


作 
mm 
C8 
局 
I 
吕 


~, 
ll 
~ 


7?(B) = inf 们 wp(diam(B;)) : Bi C 0, diam(B;) 


试 证 : 对 任何 6 > e 有 
18(B) < 7¢(B) = of(B)= 7(B) < p2(B), 
从 而 
p=m(B) = Unie (SB) lms (8) 


i 
lm o¥ (B) = li 1 (B). 


4. 取 (Q,p) 为 特殊 的 距离 空间 (RN, pn), 其 中 pw 是 RN 中 的 欧 氏 距离 . 
对 任何 B c RN,z €e RN, 和 > 0, 试 证 : 

(i) se ~—m(z+B)= ss —m(B),dim(z + B) = dim(B); 

(这 sa ~ m(AB) = X2(s2 ~ m(B)); 

(ii) dim(AB) = dim(B); 

(iv) 0 < dim(B) < N, dim(RN)=N; 

(v) B 有 内 点 全 dim(B) = N. 

5. 您 知道 衡量 集合 内 涵 丰 富 到 何 种 程度 有 哪些 标准 ? 并 说 明 这 些 标准 的 

6. 设 (Q,p) 是 完备 可 分 距离 空间 (通常 简称 为 Polish 空间 ). f : 9 一 0. 称 


LF) a san Cf Co), Fy) 
Lip(f) I 2 0 pl(z, y) 0 
TH#Y 


为 f 的 Lipschitz 系数 . 若 Lip(f) < 1, 则 称 f 是 压缩 算 子 , 记 为 f € Con(0). 设 
N >2,K CQ, 称 KK 为 自 相似 集 , 如 果 存在 {fo, 有 所,… ,fnN-_1} C Con(0), 使 


太一 1 
K= 【| FE， (6.2) 


?一 0 
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fi(K) 表态 在 天 上 之 像 集 . 
称 压缩 算 子 f 是 相似 算 子 , 如 果 存 在 正 实 数 a e (0,1) 使 


p(j(z), fj)) = ap(z,y) (Vr,y € OQ). 


记 全 体 相似 压缩 算 子 为 Sicon(9). 

有 时 称 满足 (6.2) 的 集合 KK 为 (fo, 有 i,… , fn-1) 自 相 似 集 . 

当 Qc Ra,o 为 紧 集 , 且 Q = (80),{fo,fi,… ,fn_1} C Sicon(W), fi(0°) c 
89, (09) N(R) = gi) 时 , 任何 {fo, 及,… ,fn-1} 自 相似 集 KK 的 Haus- 
dorff 维 数 为 


dim(K)= a, 
其 中 a 是 方程 式 ee 
>》 Lip(fi)s =1, 0<psd 
i=0 


的 唯一 解 (参见 文献 [40].) 
试 证 [0,1] 上 的 Cantor 三 分 集 C 是 自 相 似 集 , 而 且 dim(C) = In 2/ in3. 
7. Lebesgue 测度 与 Hausdorff (外 ) 测度 有 何 关系 ? 


第 二 章 ”从 实 值 随机 变量 到 取 值 于 
Banach 空间 的 随机 元 


81 ”随机 变量 及 其 分 布 , 母 函 数 


定义 1.1 设 (Q,. 多 ,了 P) 是 一 个 概率 空间 , 即 是 , Q 是 一 个 抽象 集合 , 称 之 为 
样本 空间 , 多 是 9 上 的 o 代数 , PP 是 多 上 的 一 个 概率 测度 . 再 设 及 是 实数 集 ， 
名 B(R) 是 及 上 的 Borelo 代数 , 即 是 由 及 中 的 全 体 开 集 所 产生 的 o 代数 .和 是 
定义 在 Q 上 的 实 值 函数 , 如 果 对 任何 A e 角 (R), 都 有 


{w EQ:X(w) EE A} eZ, 


即 久 是 关于 og 代数 多 和 组 (R) 的 可 测 函 数 , 记 为 XE 多 / 急 (R), 则 称 外 是 
(Q, 多 ,P) 上 的 实 值 随机 变量 . 在 无 混淆 的 情况 下 , 有 时 简称 X 为 随机 变量 . 


显然 , 对 上 述 随 机 变量 X, 对 任何 实数 zx, {w € 0 :X(w) < 7r}eF,{wen: 
X(w) < z} € 多 , 即 它们 都 是 可 测 集 . 

{w EQ:X(w)e 4} 是 多 在 4 上 的 逆 像 集 , 简 记 之 为 XX-1(A). 

{ 和 和 zl 和 -LI((-ooz),{X < zy 入 ~1(( 一 00,z)) 亦 有 类 似 的 意义 . 

对 上 述 随机 变量 X 而 言 , 称 F(z) 坚 P(X < z)(z € R) 为 X 的 分 布 函数 ， 
称 P(X-I(4))(4 e 多 (R)) 为 X 的 分 布 , 记 P(X-1(4)) = (PoX-!)(4). 严格 
地 说 , 上 述 F(z) 和 (PoeX-10(4) 分 别 为 瑟 的 分 布 函数 在 点 z 之 值 和 XX 的 分 
布 在 集 4 上 的 测度 值 . 正 像 初 等 微 积 中 那样 , 在 情况 简单 时 ， f(z) 既 表 函数 f 
在 点 z 之 函数 值 , 又 表 函 数 f. 在 情况 复杂 时 , 随机 变量 X 的 分 布 函数 用 下 或 
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F(.。) 表示 , 分 布 用 PoeX-1 或 (PoeX-l(。) 表示 . 如 无 混淆 , F(z) 既 表 分 布 函 
数 , 又 表 它 在 z 之 值 . 

注意 : 随机 变量 X 的 分 布 PoeX-1l 是 多 (R) 上 的 一 个 概率 测度 . 

定义 1.2 设 针 是 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 取 值 于 {zo0,7z1,…}CR 的 随 
0 即 其 分 布 PoX-1 仅 在 {zk} 上 可 能 有 正 测 度 , (PoX-1)({zk}) > 0, (k= 

，)， > 0 = 1, 则 称 六 为 离散 的 随机 变量 , 称 一 列 非 负 的 其 和 

显然 对 一 个 取 值 于 {zoy zl za } CR 的 离散 的 随机 变量 X 而 言 。 其 分 
布 PoX-! 由 概率 分 布 {po = PoX-i(fzoj,pl = PoX-1({x1}),…} 所 决定 ， 
其 分 布 函 数 下 亦 由 概率 分 布 {po, pi1,…} 按 下 列 公 式 所 决定 : 


> pk, (ZE R). (1.1) 


{k:Tk<r} 


对 于 一 般 的 实 值 随机 变量 X 而 言 , 其 分 布 Po X-! 或 其 分 布 函数 已 决 
定 了 它 的 各 种 概率 性 质 (注意 : 分 布 PoeX-i 与 分 布 隧 数 已 是 相互 唯一 决定 
的 ), 而 对 取 值 于 {zo,z1,z2,…} C R 的 离散 随机 变量 X 而 言 ， 其 概率 分 布 
{pk = PoXX-1({zk}),k == 0,1,2,…} 决定 了 它 的 各 种 概率 性 质 . 

由 Taylor 级 数 的 理论 的 启示 , 对 于 概率 分 布 {pk,k = 0, 1,2,…} 而 言 ， 以 
它 为 系数 的 Taylor 级 数 , 在 研究 中 起 到 重要 作用 , 因此 我 们 引进 


定义 1.3 设 取 值 于 {fzozl…'} C 及 的 离散 随机 变量 针 的 概率 分 布 为 
{px,k = 0,1,.….}, 则 称 
G(W = > _prut, lul<1 (1.2) 
k=0 


为 (或 其 概率 分 布 {pk,k = 二 0,1,.…】}) 的 母 函数 (generating function). 


显然 (1.2) 式 右 方 之 级 数 在 lu| < 1 内 绝对 收敛 , 在 |ul < 1 内 解析 . 
离散 随机 变量 X 的 母 函数 G 比 X 的 分 布 函数 FF 有 时 使 用 起 来 更 方便 . 


例 1.1 若 离 散 随 机 变量 X 的 概率 分 布 是 二 项 分 布 : {pk = b(k;n,p) 社 
站 peer = 0,1,… ,n}, 其 中 n 是 固定 的 正 整数 , p 是 属于 (0,1) 的 固定 的 


实数 ,g 二 1-p 的 是 nn 个 元 素 中 取 避 个 的 组 合 数 , 则 X 的 母 函 数 


G(u) = (q+ pu)™. (1.3) 
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例 1.2 若 离 散 随机 变量 X 的 概率 分 布 是 参数 为 和 的 Poisson 分 布 {pk = 
ei, k 二 0,1,…}, 则 XX 的 母 隐 数 为 


G(u) = e—\1-%. (1.4) 


定义 1.4 若 实 值 随机 变量 久 的 分 布 函 数 拨 绝对 连续 , 即 存在 一 个 Lebesgue 
可 测 函 数 f, 使 得 对 任何 ZE 及, 都 有 


ee 人 “fdt (1.5) 
一 般 地 , 若 仍 用 Po 多 -1 表 X 的 分 布 , 则 对 4e 多 (R), 有 
(PoX-1)(A4) = | f(t)dt. (1.6) 
则 我 们 称 f 为 基 (或 其 分 布 函数 下 ) 的 密度 函数 . 这 时 , 称 X 是 连续 型 的 随机 
注意 : X 是 连续 型 的 随机 变量 , 丝毫 不 意味 着 X 是 连续 函数 , 因为 X 的 定 
义 域 一 一 样本 空间 Q 没有 任何 拓扑 结构 , 根本 谈 不 上 任何 连续 性 , 连续 型 随机 
变量 的 意思 是 它 的 分 布 函数 绝对 连续 . 


连续 型 随机 变量 的 最 重要 的 代表 , 是 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 , 它 有 密度 


函数 
OT (1.7) 


i 
其 中 o 为 正 实数 , a 为 实数 . 
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随机 变量 是 用 数值 来 刻画 随机 试验 的 结果 , 有 些 随机 试验 的 结果 , 不 一 定 用 
一 个 随机 变量 就 能 刻画 . 例如 , 从 北京 市 人 口中 任意 抽取 一 人 , 测量 其 身高 ( 单 
位 是 cm) XX 和 体重 (单位 是 kg) Y. 直观 上 看 , X 和 Y 是 随机 变量 ,但 XX 和 Y 
有 某 种 统计 相依 性 . 再 从 河南 省 和 河北 省 的 人 口中 , 各 抽 一 人 , 测量 其 身高 Xi 
和 X2. 直观 上 看 , Xi 和 Xs 是 随机 变量 , 且 Xi 与 Xz 一 般 来 说 是 统计 独立 的 . 
以 后 我 们 将 会 发 现 : 对 于 有 某 种 统计 相依 性 的 随机 变量 X 和 Y, 只 知道 和 
Y 的 各 自 的 概率 性 质 , 并 不 能 完全 刻画 (X,Y) 作为 一 个 整体 的 概率 性 质 , 但 是 ， 
若 X1 和 Xo 是 统计 独立 的 , 知道 Xi 和 Xo 各 自 的 概率 性 质 以 后 , 则 (Xi1,X2) 
作为 一 个 整体 , 其 概率 性 质 也 就 知道 了 . 因此 , 研究 随机 变量 之 间 的 独立 性 , 就 
很 有 必要 . 有 了 独立 性 , 对 问题 的 研究 , 可 以 大 为 简化 . 如 非 事 先 声 明 , 言及 随机 
变量 , 必 是 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 实 值 随机 变量 . 
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定义 2.1 设 随机 变量 Xi 的 分 布 函 数 为 及, 有 二 1,2,… ,NN. 记 
下 (zl ,TN) = P(X1 入 zl ,XN & TN), (2.1) 


称 FF 为 (X1,… ,XN) 的 联合 分 布 函 数 . 如 果 
N 

F(z1,:.. ,ZN) = [| F(x) (2.2) 
k=1 


对 一 切 Ne CR 中 则 称 X1,… ,XN 是 相互 独立 的 . 
XN) 的 的 联合 分 布 本 数 ， 


命题 2.1 设 X1,… ,XN 是 NN 个 随机 变量 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

(1) Xi1,… ,XN 是 相互 独立 的 ; 

(2) 对 任何 正 整 数 及 < N, 任何 正 整 数 1 < <to<.…< 妇 和 N, 任何 
{z1,… ,Zk} C 及 , 都 有 


P(X < Wiy*""” ,Xt < Tk) 三 二 [I (zi); (2.3) 


(3) 对 任何 正 整 数 有 < N, 任何 正 整 数 过 和 < 妇 < .< 大 和 世 Ni, 任 何 
{A1,… ,Ak} C 多 (R), 都 有 


k 


k 
(zx IT (Xa!(4i)) = TI (Po Xi) (4i). (2.4) 


i=1 


注意 : (2) 意 即 {X1,… , Xn} 中 任 取 < N 个 随机 变量 {Xi ,… ,Xi}, 它 
们 都 是 相互 独立 的 . (3) 意 即 {Xe ,Xr } 的 联合 分 布 等 于 Xt (i = 1,... ,k) 
各 自 的 分 布 之 积 . 


证 (之 (2). 设 (1) 成 立 . 令 B= {1,…,N} 一 {1,… ,tx}, 则 


P(X < T1,** ,Xi < Tk) 


= dP (Me zi 门人 < 


《一 s€B 
一 J (II 四 (Hao 
s€ 


-= TI F, (2i), 
i=1 
此 即 (2) 成 立 . 
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(2) 人 (3). 设 (2) 成 立 , B 定义 如 前 , FT 是 {Xi,,… , Xi} 的 联合 分 布 函 
数 所 产生 的 L-S 测度 , 是 由 X; 的 分 布 函数 所 产生 的 L-S 测度 , i = 1,… ,n， 
则 由 (2) 及 单调 系 定理 易 证 : 


FT =F xF,x...xh,. (2.5) 


所 以 对 任何 {Ai, ee ,Ax} C BZ(R), 均 有 
k 
P (A xx 
i=1 


= / ar™— | d(Fr, x:.. x F,) 
41X…XAR 41X…X4k 


k k 
= [Rh = [IP (Xa(4i)). 
?一 | ?一 1 

“(3) 全 (D” 显 然 成 立 . 命题 2.1 证 毕 . 

设 忆 是 一 个 线性 空间 , 8 是 妃 上 的 一 个 o 代数 , 于 是 得 一 个 可 测 线性 空间 
(E,€). 


N 
定义 2.2 设 j,k2,… ,LN 均 为 (BE,@) 上 的 有 限 测度 , j= hi 是 它们 
的 乘积 测度 . 11,… ,LN 的 卷 积 (convolution) 定义 为 : 


(p1* .pnN)(A) 


N 
(fe eB Ded) (4EG). (2.6) 
i=1 
有 时 我 们 记 
N 
Hi1* 。。。 关 1LN == st (2.7) 


而 jf" 表示 jn 的 天 重 卷 积 (k >>1). (人 )(4) 有 时 记 为 jn(A)*. 
注意 : N 个 有 限 测度 的 卷 积 仍 为 有 限 测 度 . 


命题 2.2 设 1,… ,LN 都 是 (E,8@) 上 的 有 限 测 度 . 
(1) 对 任何 8 可 测 的 有 界 实 值 邵 数 f, 总 有 : 


rp) an) fe) 
/ Pe / sd A (2.8) 
E E 
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(2) 设 wmi(z,4) 对 任何 国定 的 ZE 瑟 作 为 4 的 函数 是 如 上 的 有 限 测 度 ， 而 
对 任何 固定 的 A Ee 8 作为 z 的 函数 是 8 可 测 的 , 则 对 任何 4E 8, 总 


2. ( 人 Hi(dzi)vi(Ti, 入 ) 


= f mldr):… f pwlarn) en A)| (2.9) 


证 (1) 任 取 4-e 8, 当 f= 14 为 4 上 的 示 性 函数 时 , (2.8) 式 显然 成 立 ， 
再 用 单调 系 定理 , 易 见 对 任意 8 可 测 的 有 界 实 值 函数 f, (2.7) 式 恒 成 立 . 
(2) 令 6(:) = fs pi(dri)vi(zi,*), 则 


(29) 右边 = mdr)… 人 vlan 
fate) { low dn)| 1aA(Y+-…+yN) 


-|/ nd) 上 6(dyn)1a(y1+::+yN) 
E E 
= (2.9) 左边 . 
命题 2.2 证 毕 . 
命题 2.3 设 随 机 变量 X 的 分 布 函数 为 F(z), 则 F(z) 所 产生 的 (L-S) 测 
度 UP 就 是 瑟 的 分 布 PoX-!. 
证 对 任何 实数 x, 都 有 
LF((—00,7]) = F(x) = P(X < 72) 
= (PoX- )((-co,z]). 
利用 单调 系 定理 立 得 : 对 任何 4e 多 (R) 有 
pr(4) = (PoX- )(4). 
命题 2.3 证 毕 . 
命题 2.4 nn 个 相互 独立 的 随机 变量 Xi,… ,XN 之 和 XX x 的 分 布 
PoXX-1 等 于 诸 Xi; 的 分 布 PoXX-!(i = 1,… ,入 ) 的 卷 积 . 
证 设 下 为 (X1,… ,XN) 的 联合 分 布 隙 数 , 为 X; 的 分 布 函数 , jp 和 
pF; 分 别 为 和 Fi 所 产生 的 (L-S)x 测度 和 (L-S) 测度 . 由 于 A 相 
互 独立 , 在 (2.3) 中 取 k=n,ti= 纪 (i=1,…,N) 有 F(z1,… ZN) 二 I Fi(zs), 
从 而 了 
AP = X AR (2.10) 
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由 卷 积 的 定义 及 (2.10) 得 : 对 任何 A e %(R)， 
(Pex) = 人 Paojla(X(o) 
0 
一 人 PetaCaO 十 …… 十 XN(w)) 
= ee HP(dzl…… ,GTZN)14(Z1 十 … 十 ZN) 


-上 prldz0 / HPvw(dzN)14(Z1 十 … 十 ZN) 
RR R 


命题 2.4 证 毕 . 
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随机 变量 的 分 布 , 是 刻画 随机 变量 的 一 切 概率 性 质 的 重要 工具 , 但 在 具体 问 
题 中 , 分 布 往往 不 易 得 知 . 于 是 退 而 求 其 次 , 用 随机 变量 的 各 种 矩 , 例如 数学 期 
望 、 方 差 、 协 方差 、………… 来 估计 随机 变量 的 一 些 概率 性 质 . 


定义 3.1 设 k 为 一 个 正 整 数 ,对 和 了 为 概率 空间 (Q, 多 ,已 ) 上 的 实 值 随机 
变量 . 如 果 /|XX(w) 上 P(dw) <co, 则 称 环 的 天 阶 原点 矩 存 在 , 称 [XX(w)*P(dw) 
为 义 的 上 阶 原点 矩 . XX 的 一 阶 原点 矩 几 和 (w)P(dw) 称 为 六 的 数学 期 望 (或 
者 期 望 , 或 者 均值 ), 记 之 为 p(X)， 在 无 混淆 的 情况 下 ( 即 在 问题 的 论述 中 只 
有 一 个 概率 测度 P 时 ), 简 记 Ep 为 媚 . 


当 必 |X(w) 一 E(X)KP(dw) < co, 称 和 的 大 阶 中 心 矩 存在 , 而 称 /%(X(w) 一 
百 (X))*P(dw) 为 和 的 大 阶 中 心 矩 (& > 1). X 的 二 阶 中 心 矩 称 为 X 的 方差 , 记 
之 为 varp(X). 当 Ep(X?) < %, Ep(Y?) < 0%, 称 Ep((X—-Ep(X))(Y— Ep(Y))) 
为 X,Y 的 协 方差 , 记 之 为 covp (X,Y). 简 记 varp(X) = var(X),covp(X,Y) = 
cov(X,Y). 


命题 3.1 设 Xi,… ,XN 是 概率 空间 (Q, 多,P) 上 的 实 值 随机 变量 , g 是 
RN 上 的 实 值 的 Borel 可 测 函 数 , 已 是 (Xi ,XN) 的 联合 分 布 函数 , Fp 是 由 
玉 产生 的 (L-S)n 测度 , 则 


/9 ,TN)HF(dzr1,... ,drN) 
R 


g(X1(w), ,XN(w)) Paw). (3.1) 
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(上 式 只 要 一 边 有 意义 , 则 另 一 边 也 有 意义 且 相 等 . 当然 , 当 g 有 界 时 , (3.1) 左右 
两 边 都 是 有 限 数 且 相 等 ; 当 g > 0 时 , (3.1) 左右 两 边 都 有 意义 且 相 等 , 但 不 一 定 
是 有 限 数 .) 


证 (1) 对 任意 4 e 多 (RN), 当 g(xz) = 14(z)(z e RN) 时 , (3.1) 左边 
= JF(A) = P(X- (A)) = (3.1) 右边 . (此 处 X= (Xi1,:… ,XN).) 
(2) 若 9 >0, 则 由 (1), 并 用 单调 系 定 理 可 证 (3.1) 式 左右 两 边 均 有 意义 (可 
能 为 oo) 且 相 等 . 
(3) 若 g 有 界 , 则 由 (1) 并 用 单调 系 定理 可 证 (3.1) 式 左 右 两 边 均 为 实数 且 
相等 . 
(4) 对 一 般 情形 , 令 
+(z) Se g(7), 当 g(7) >0,7€ RN, 
人 当 g(x) < 0,z e RN, 
_,、 |—g(z)， 当 g(x) <0,7z€ RN”,, 
< m= {i 当 g(x) > 0,7zEe RN, 
则 g=gt+ 一 g-,gt+ 宛 0,g- 之 0,gt 和 g- 丝 Borel 可 测 . 所 以 由 (2) 有 
人 oo san)prlde, vd) 
= 人 CoMXwG))P(d) (8.2) 
类 似 地 , 以 g- 代 gt+, (3.2) 式 亦 然 成 立 . 命题 3.1 证 毕 . 


命题 3.1 告诉 我 们 : (9, 多 , P) 上 的 抽象 积分 可 以 化 为 相 空间 (RN, 另 (RN)， 
PoX-l = yr) 上 的 L-S 积分 , 其 中 下 是 X = (Xi,… ,XN) 的 联合 分 布 
函数 ,pr 是 F 产生 的 (L-S)x 测度 ,Po X-! 是 X 的 分 布 , 即 对 任何 A e 
B(RN), (PoX-1)(A) = P(X-1(A)). 


命题 3.2 设 (0,. 多 ,P) 上 的 实 值 随机 变量 X 和 了 分 别 具 有 分 布 函 数 下 
和 G, 瑟 是 (X,Y) 的 联合 分 布 函 数 , jr,hG 和 HH 分 别 为 避 G 和 昌 产 生 之 
(L-S) 测度 和 (L-S)s 测度 , 则 


B(xX)= | sur(dr), $ BUXD) < oo 
Ve 站 (z — E(X))2up(dz), 当 盏 (|X2) < oo; 
cox,¥) = 人 CC- BCO)@- BlY pndz, dy) 


当 巨 (|X|?) < ceo 且 (|Y]?) < ee 时 . 特别 地 ， 
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(1) 车 和 是 离散 的 且 有 概率 分 布 pp = P(X = zk),k = 0,1,…;(X,Y) 是 
离散 的 且 有 联合 概率 分 布 Dj =P(X 一 5 一 yk), j,k = 0, 1,: 
当 > [zklpk < oo 时 , E(X)= DD wep; 


当 也 ZUDk < oo 时 , var(X) = D(x — E(X))2px; 


OO 2 OO 2 OO 
当 >， TEPk < 00, 9, YEQk < oo qk = 2 Dj 时 ， 
k=0 k=0 j=0 


cov(X,Y)= 》， Djk(Zi — E(X))(yk — E(Y)). 
j,k=0 


(2) 著 X 是 连续 型 的 且 有 密度 函数 f, (X,Y) 也 是 连续 型 的 且 有 联合 密度 
函数 hh， 
当 f5 zlf(z)dr < co 时 , E(X)= eh J 
当 ft |zl f(r)dr < oo 时 , var(X) = fh (7 0 
当 ft |zl?f(z)dr < oo 有 fi lzl2g(z)dr < oo - pe 9g(z) = fn h(x,y)dy), 
cov(X,Y) = 上 h(z,y)(z 一 五 (X))( — E(Y))dzdy. 


证 利用 命题 3.1 及 对 离散 测度 (只 在 可 数 个 点 上 有 正 测度 值 之 测度 ) 的 积 
分 即 级 数 , 就 可 以 证 明 命题 3.2. 


下 面 我 们 再 列举 数学 期 望 与 方差 的 几 条 简单 性 质 , 设 X; 缘 为 实 值 随 机 变 
量 ,1 <i<N. 


命题 3.3 (1) 若 巨 (Xi) 存在 ,ci 为 实数 ,1 <i<N, 则 万 (2 oj 也 存 
1 一 1 
在 且 等 于 aB(X); 
(2) 车 百 (X) 存在 ， X1,… ,XN 相互 独立 ,本 (I x) 也 存在 , 则 


N N 
五 人 = [1 E(x;); 
i=1 i=1 
(3) 若 var(X) 存在 , a 为 实数 , 则 
var(a) =0, var(aX) = a2var(X); 
(4) 若 var(Xi) 存在 (1 区 i N),X1,… ,XN 相互 独立 , 则 


N N 


84 ”随机 元 及 其 数学 期 望 . 33. 


证 用 E(X),var(XX) 的 定义 、 积 分 的 线性 性 质 和 命题 2.1 立即 可 证 命题 
3.3. 

定义 3.2 设 X 和 了 臂 为 二 阶 原点 矩 都 存在 的 实 值 随机 变量 (从 而 其 方差 
var( 闵 ),var(Y) 和 协 方差 cov(X,Y) 都 存在 ), 若 var(X) > 0,var(Y) > 0, 则 称 
cov(X,Y) 


X,Y) 宅 一 一 一 二 一 一 一 
A ) var(X)var(Y) 


(3.3) 


为 大 和 YY 的 相关 系数 . 
命题 3.4 设 实 值 随机 变量 XX],.… ,XN 的 二 阶 原点 矩 都 存在 ， 则 


N N 
Var (= x i var(Xi) 十 cov(Xi, Xj). (3.4) 
i=1 


i=1 zz 
特别 地 , 若 Xi 与 Xs 相互 独立 , 则 cov(X1, XX2) = 0, 更 特别 地 , 若 还 有 var(Xi) > 
0(4 二 1, 2)， 则 D(X1,Xo) = 0. 

证 由 var(X;)、cov(X1,X2) 和 p(X1,X2) 的 定义 直接 可 证 命题 3.4. 


例 3.1 若 随机 变量 X 是 离散 的 ， 且 其 概率 分 布 为 例 1.1 中 的 二 项 分 布 
fe k p*(1 —p)"*,k 一 0, 1， a 中 则 E(X) np, var(X) -> np(1 —p). 


例 3.2 车 离散 随机 变量 X 的 概率 分 布 是 例 1.2 中 的 Poisson 分 布 {2 
a 

例 3.3 若 连 续 型 的 随机 变量 X 的 密度 函数 是 本 章 (1.7) 式 中 的 正 态 密度 
函数 , 则 E(X) = a, var(X) = o?. 


k=0,12,.…)， 则 E(X) = var(X) = 入 . 
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在 81 和 83 中 , 我 们 讨论 过 实 值 随 机 变量 及 其 各 种 矩 (包括 数学 期 望 ). 在 
这 一 节 中 , 我 们 将 要 研究 概率 空间 上 取 值 于 一 般 的 可 测 空间 上 的 随机 元 . 

定义 4.1 设 (Q, 多 ,PP) 是 一 个 概率 空间 , (B, 多) 是 一 个 任意 的 可 测 空 间 ， 
若 

XU 万 

满足 X-1(A) e 多 对 任意 4 € 多 成 立即 是 瑟 是 多 /多 可 测 映射 ， 记 之 为 
Xe 多 / 劝 则 称 X 是 0 上 的 一 个 殖 值 随机 元 , 简称 B 值 随机 元 或 随机 元 . 
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前 三 节 所 讨论 的 实 值 随机 变量 , 实 为 及 值 随机 元 , 或 多 /多 (R) 可 测 映射 . 

从 实 值 随机 变量 到 B 值 随机 元 , 这 是 本 质 性 的 推广 . 实 值 随机 变量 的 一 些 
性 质 , 对 一 般 的 B 值 随机 元 是 否 仍然 保持 是 需要 验证 的 . 

命题 4.1 设 (B, 多 ,d) 是 一 个 可 测 距离 空间 , 即 d 是 B 上 的 一 个 距离 , 名 
是 由 BB 中 的 全 体 开 集 所 产生 的 Borel o 代数 . {Xn,n 之 0} 是 概率 空间 (Q, 多 ,也 ) 
上 的 一 列 B 值 随机 元 . 如 果 对 任何 we Q, 都 有 


,im Xn(w) 一 X(w) 存在 ， 
则 X 也 是 一 个 BB 值 随机 元 . 
证 记 成 中 全 体 闭 集 为 mm. 任 取 厂 em, 令 


f(z) = inf{d(z,y) :yeEF}, (rE€B), (4.1) 


则 f(z) 是 B 上 的 实 值 连续 函数 (参见 文献 [35] 第 一 章 定理 6.1) 而 且 F= {xe 
BB : f(x) = 0}. 所 以 XX-1(F) = {w eQ :了 (X(w)) = 0}. 而 由 复合 函数 的 可 
测 性 及 f 是 连续 渔 数 得 知 f(Xn(w)) 是 可 测 空间 (Q, 多 ) 到 可 测 空间 (R, 多 (R)) 
的 可 测 函 数 , 所 以 f(X(w)) = lim f(Xn(w)) 7 亦 然 . 因此 , X-1(F)= {we€Q: 
f(XX(w)) = 0} ee 多, 从 而 


X18) = X10M)) = o(X MmM)) C F. 
命题 4.1 证 毕 | 


命题 4.2 设 (B, 多 ,d) 是 可 分 的 可 测 距离 空间 , 则 X :0 一 互 为 互 值 随机 
元 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 一 列 从 QQ 到 B 的 可 数值 的 BB 值 随机 元 {Xn,n > 0}， 

使 
lim Xn(w) = X(w), (对 w EQ 一 致 成 立 ). (4.2) 


证 充分 性 . 由 命题 4.1 立即 可 得 . 
必要 性 . 由 (B,q) 的 可 分 性 , 可 取 一 个 在 B 中 稠密 的 可 数 子 集 {zn,n > 1}. 
对 每 个 n> 1, 定义 


0 
Ani= {rE€B: d(z， Zi) < =} - U ha, $= 1,2,: ,约定 (J hn;=%. 
7 一 1 j=1 


于 是 {4ni,1i = 1,2,…} 两 两 不 交 且 其 并 为 全 空间 B. 再 对 每 个 n>1 定义 


Dil tno lo) (w € 0), (4.3) 
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易 见 X 是 从 Q 到 B 的 可 数值 的 B 值 随机 元 , 且 有 


dXa(w), X(w)) < - 


一 (vw €QN,n>1). 
n 


故 {Xn} 即 为 所 求 . 命题 4.2 证 毕 . 
命题 4.3 设 (B, 络 ,d) 是 可 分 的 可 测 距离 空间 , X 和 YY 是 (Q, 多 ,P) 上 的 
B 值 随机 元 , 则 d(X(w),yY(w)) 是 (Q, 多 ,P) 上 的 实 值 随 机 变量 . 
证 定义 
Z(w) = (X(w),Y(w)), 
则 对 任何 A1, 4。 E 2(B), 有 
2 1(Ai x 42) X-1(ANMNY (A;) E 2. 


利用 单调 系 定理 由 上 式 可 证 : 对 任何 ce 多 (B) x 多 (B), 有 2-!(c) € 多 . 如 
果 能 证 明 多 (B) x 多 (B) = 多 (B x B), 则 2 关于 多 /8(B x B) 可 测 . 但 是 
d(z,y) 是 从 B x B 到 R 的 连续 映射 . 从 而 是 多 (B x B)/ 多 (R) 可 测 映 射 . 利 
用 复合 函数 的 可 测 性 定理 , d(X,Y) 是 由 9 到 R 的 实 值 随机 变量 . 下面 补 证 
BZ(B) x B(B) = B(B x B). 

引 理 4.1 设 (Bi,di),(B2,d2) 都 是 可 分 的 距离 空间 ， 则 乘积 距离 空间 
(五 ; x 万 2,di x d2) 上 的 Borel o 代数 有 (了 1 x 万 ?) = 罗 (B1) x 8(B,). 

证 令 太 是 由 .BixB 到 B; 的 投影 算 子 ,i = 12, 则 方 是 由 (至 xB,,dix 
dz) 到 (Bi, di) 的 连续 映射 , 更 有 f-1( 多 (Bi)) Cc 多 (Bi x B2),i = 1,2. 所 以 对 任 
何 4; E HB(B:;) 有 


A1x As= fi ' (AN (Ah2) e B(B1 x B;), (4.4) 
从 而 
B(Bi1) Xx HB(B,) 一 o({A1 x 42 : 4; E B(B;),i 一 1,2}) 
C B(B! x B,). 
再 证 罗 (B1 x B,) C 8(B'1) x 2%(B,). (4.5) 


为 此 , 只 需 证 B! x Bs 中 任 一 开 集 均 属 于 多 (B1) x 多 (Bo)， 由 于 (Bi,di) 是 
可 分 的 ， 所 以 有 可 数 的 拓扑 基 {Ui,n = 1,2,.…}， 而 柱 集 系 {fi71(UVi),n = 
1,2,…}(i = 1,2) 是 Bi x B。 上 的 拓扑 的 一 次 基底 . 而 这 种 柱 集 和 它们 的 有 限 
交 都 属于 多 (B1) x 多 (Bo). 因此 作为 它们 的 可 数 并 的 任 一 开 集 也 属于 (Bi) x 
多 (B2). 引 理 4.1 证 毕 . 
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引 理 4.2 补 证 了 命题 4.3 的 特征 的 一 半 . 命题 4.3 证 毕 . 


附注 4.1 命题 4.3 中 (B, 多 ,d) 的 可 分 性 条 件 是 不 可 去 的 , 因为 有 反例 说 
明 , 当 (B, 多 ,d) 不 可 分 时 , d(X(w), 了 (w)) 不 是 (9, 多 ,PP) 的 实 值 随 机 变量 .( 参 
见 文献 [111] P.4.) 


定理 4.1HI 设 (B, 上 ,||) 是 可 分 的 Banach 空间 , 名 (B) 是 B 上 的 Borel 
0 代数 , 则 于 是 (0, 史 ,P) 上 的 B 值 随机 元 的 充分 必要 条 件 是 : 对 召 上 的 任 
一 有 界线 性 泛 函 f, (XX) 都 是 (Q, 多 , P) 上 的 实 值 随机 变量 . 


证 必要 性 显然 成 立 (因为 连续 泛 函 必 可 测 .) 
充分 性 . 令 BB" 是 定义 在 BB 上 的 有 界线 性 泛 函 全 体 ， 再 令 
6 ={f-!(A):f eB',Ae B(R)}. (4.6) 


由 连续 泛 函 必 可 测 知 : 8 Cc 8(B). 再 任 取 je B*, A e 多 (R), 由 f(X) 是 实 值 
随机 变量 知 : 


X 一 (六 (4)) = (F(X)) (4) € Z. (4.7) 
即 
X18) C ZF. (4.8) 
才能 证 
o(8) = 2(B), (4.9) 


则 由 第 一 章 引 理 1.1 得 
X (BB(B)) = X (0(8)) =o(X (8)) CZ, (4.10) 


即 久 是 B 值 随机 元 . 

现在 补 证 (4.9)， 而 前 面 已 证 8 C 多 (B), 从 而 o(8) Cc 多 (B), 所 以 要 证 
(4.9), 只 需 证 明 多 (B) c o(8). 由 于 B 是 可 分 的 , 为 此 , 又 只 需 证 明 B 中 的 任 
何 一 个 闭 球 


B(or) {yeB:l|r -yl<r} eo(s),(reR,r eB). 


设 {zn} 是 B 中 一 个 可 数 稠 子 集 . 对 每 个 n>1, 取 所 eB', 使 | 上 fl| = 
1, fn(zn 一 z) = zn 一 Zz. (由 Hahn-Banach 定理 , 这 样 的 记 是 存在 的 .) 再 令 


Bi={y€éB: fn(y—7)<r,n=1,2,.…}, (4.11) 


则 Bi € o(@), fl Bi D Bl(z,7).- 
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i 


右 yEB(z, 7), 则 lz = yl >7. 取 Tk 使 


ly — zxll < (lly — Z| =—7), 


则 
lz — zl > ly — ol — ly — znl 
> ly -zl 30y zl) 
=3(ly al); 
[fr(y — 7)— lzx — zl= |fr(y — 7)— Ee 一 2)| 
< ly -zl < 3(ly -ol -7) 
从 而 


fr(y —7)= zx — zl — (lz — zl — fr(y— 2)) 
> 3(ly -zl+7) -3(ly -zl 7) 
一 7， 
此 即 yEBi. 总 之 Blz,r) = Bi e o(8@). 定理 4.1 证 毕 . 


附注 4.2 定理 4.1 可 以 改写 成 下 列 更 一 般 的 形式 : 

设 (B,j|*1) 是 可 分 的 Banach 空间 , (0Q, 多 ) 是 任 一 可 测 空间 , X :9 上， B， 
则 XX 是 多 /多 (B) 可 测 的 充分 必要 条 件 是 : 对 B 上 的 任何 和 界线 性 泛 本 f 
( 即 fe B"),f(X) 都 是 多 /多 (R) 可 测 的 . 

因为 定理 4.1 的 证 明 中 , 并 未 要 求 o 代数 多 上 有 任何 测度 . 

以 后 如 不 声明 , Banach 空间 中 的 极限 都 是 强 极 限 , 即 是 依 范 数 收敛 的 极限 . 

附注 4.3 设 ( 妃 ,@)(i = 1,2) 是 两 个 可 测 空间 , f : Bi 一 Bo, 若 f-!1(6@2) C 
负 , 则 称 j 关于 页 和 多 可 测 , 或 称 之 为 上 关于 负 / 吕 可 测 , 或 记 之 为 了 e 6 /多 . 

推论 4.1 设 (B, 上 .|) 是 可 分 的 Banach 空间 , X; 是 (Q, 多 ,PP) 上 的 吾 值 
随机 元 ,ai 为 实数 ,i = 1,2,… ,n, 则 > QiXi 也 是 (Q, 多 , PP) 上 的 BB 值 随机 元 . 


定义 4.2 设 (Q, 多 ) 是 任 一 可 测 空 间 {A1,… ,An} C 多 , {Ai} 两 两 不 交 且 
U hi 二 人 0, 则 称 {4hi} 是 上 的 一 个 有 限 的 可 测 分 划 . 设 (B, 上 .|) 是 一 个 Banach 
空间 ， {c1,… ,Cn} CB,{A1,… ,An} 是 Q 的 一 个 有 限 的 可 测 分 划 , 则 称 


X= 》 cil4， (4.12) 
i=1 
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为 (Q, 多 ) 上 的 一 个 简单 的 B 值 函数 . 特别 地 若 多 上 还 有 一 个 完备 测度 /总 则 
称 (Q, 多 ,由 上 的 B 值 函数 多 是 多 强 可 测 的 B 值 函 数 , 简称 强 可 测 的 B 值 
函数 , 如 果 存 在 一 列 简单 的 B 值 函数 


人 -> 让 n> 


使 
kn, 
X= lim Xn = lim 2 A HW as. (4.13) 


其 中 {c?,… ,C4 中} Cc B,{44",… ,4WY} 是 Q 的 有 限 的 可 测 分 划 , (n > 1). 
(4.13) 中 的 极限 是 强 极 限 , 即 依 范 数 |. | 收敛 的 极限 . 

特别 地 , 若 j= PP 是 完备 的 概率 测度 , 则 (Q, 多 , P) 上 的 简单 B 值 函数 称 
为 简单 的 B 值 随机 元 . 显然 , 简单 的 B 值 随机 元 是 B 值 随机 元 . (Q, 多 , P) 上 
的 强 可 测 B 值 函数 称 强 B 值 随机 元 , 显然 强 B 值 随机 元 是 B 值 随机 元 . 

以 后 如 不 声明 , Banach 空间 中 的 极限 都 是 强 极限 , 即 是 依 范 数 收敛 的 极限 . 

命题 4.4 设 (Q, 史 ,1) 是 完备 测度 空间 , (B, 上 .|) 是 Banach 空间 , 和 是 多 
强 可 测 B 值 函 数 , 则 

(1) XN|:Q 忆 RB 是 史 / 多 (R) 可 测 的 实 值 函 数 ; 

(2) 存在 一 列 简单 的 BB 值 函 数 {Xi} 使 


[Xn < 2XN Vw € 0), 


im Xn=X NM—a.s.. 
证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
定理 4.2 设 (Q, 多 ,1) 是 完备 有 限 的 测度 空间 , (B, 上 .中 ) 是 可 分 Banach 空 
间 , 则 下 列 陈 述 等 价 : 
(1)X 是 多 /如 (B) 可 测 的 B 值 函 数 ; 
(2) 存在 多 / 妥 ( 盏 ) 可 测 的 可 数值 的 BB 值 函数 列 {Xn = 5 Til (n,n > 1}， 
i 二 1 


使 
im Xn(w) 二 XX(w)( 在 w EQ 上 一 致 成 立 ); (4.14) 
(3) 存在 隐 / 绍 (B) 可 测 的 可 数值 的 B 值 函 数列 {Xi = 入 zil oa 之 1 
i=1 
使 


im _ Xn(w) = XW Vw ED)i (4.15) 
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(4) 存在 简单 的 BB 值 函 数列 {X/}, 使 

im X=X, Wh—a.s.; (4.16) 
(5) X 是 强 可 测 的 BB 值 函数 ; 
(6) 对 任何 f € B* (B* 之 定义 见 定理 4.1), f(X) 是 多 /98( 及 ) 可 测 的 . 


证 (1) 全 (2). 由 命题 4.2 立即 可 得 . 
(2) 全 (3). 显然 成 立 . 
(3) 之 (4). 设 (3) 成 立 . 则 存在 


OO 
Xn, = 2 Tilam, (n> 1). 
4 一 1 


({43”,i 之 1} 是 9 的 一 个 可 测 分 划 , {zi,i> 1} Cc B(n > 1)), 使 (4.15) 成 立 . 由 

于 4 (d 人) = 各 (4A 四) = 天 < oo(n > 1), 所 以 对 每 个 n> 1 存在 正 整 数 
i=1 2 一 1 

kn, 使 


1 
> 4A™)=4 ( U 人) < 工 (4.17) 
i>kn i>kn, 
取 
、 kn, Km 
> 2 la 2 Tilam, (n > 1), (4.18) 
i=1 i=l1 


由 lim | 上 Xa(w) 一 X(ol = 0 得 lim | xn(wl = 1X() 从 而 


sup||Xn(w))| < M(w) < ce， (4.19) 
你 之 1 
所 以 
上 (一 和 (Coi= X50) > la (oo) 
i>kn 
< MO) Yim) 0 wel) U4"). (4.20) 
i>kn n=1 i<kn 


由 (4.17)~(4.20) 和 (Q, 多 ,y) 的 完备 性 , 若 令 


a | . oo A 
so-| ey : (4.21) 
Xo, 反之 ， 


则 {X2,n > 1} 是 简单 的 B 值 函 数列 , 且 使 (4.15) 成 立 . (注意 : 由 Xi 的 定义 
(2.18) 知 X* 是 简单 的 B 值 函数 , 从 而 X/ 亦 然 .) 
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(4 全 (5). 由 强 可 测 的 B 值 函 数 的 定义 可 得 . 

(5) 一 (6). 用 附注 4.2 及 (9, 多 ,4) 的 完备 性 立即 可 证 得 此 结论 . 

(6) 一 (1). 用 附注 4.2 立即 可 得 此 结论 . 

附注 4.4 定理 4.2 还 可 以 用 随机 元 的 语言 叙述 如 下 : 

定理 4.3 设 (B,||.|) 是 可 分 的 Banach 空间 ，(D, 多 , P) 是 完备 的 概率 空 
间 , 万 " 是 B 的 对 偶 空间 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

(1)X 是 B 值 随 机 元 : 

(2) 三 可 表 为 


lim Xn(w)=X(w) (在 we 一 致 , 或 逐 点 成 立 )， 


其 中 _ 
美元 二 2 zilam 为 可 数值 B 值 随机 元 ; 


“一 工 
(3) X 是 B 值 强 随机 元 ; 
(4) 对 任何 fe B"*, f(X) 是 实 值 随机 变量 . 
在 研究 随机 元 的 数学 期 望 以 前 , 我 们 要 给 出 Bochner 积分 ( 强 积分 ) 的 定义 
及 简单 性 质 . 
定义 4.3 设 (0Q, 史 ,1 是 完备 测度 空间 , ( 互 ,|。|) 是 Banach 空间 , X :0 一 
B 是 B 值 强 可 测 函 数 , 且 人 |X(wjllutdw) < oo 


(1) 车 X 是 简单 B 值 函 数 : 


及 一 > {Zz1, Me ;Ti} G B, 
i 二 1 
{41… ,An} 是 Q 的 一 个 可 测 分 划 , 则 定义 X 在 Q 上 的 Bochner 积分 为 
i=1 


G) X(wjatdu) 至 (8) | Xd mp 


(2) 对 满足 定义 4.3 中 的 条 件 的 XX; 由 命题 4.4, 总 可 以 取 简 单 B 值 函 数列 
{Xn} 使 
Xn) < 2XN (Vw 0), 


lim X= X, WW—a.s., 
nN—OO 
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这 时 , 定义 天 在 Q 上 的 Bochner 积分 为 


Xduy= 1 Xndp ). 
(s) 让 /一 ,lim (® 中 

为 了 证 明定 义 4.3 的 合理 性 , 有 必要 证 明 

定理 4.4 设 (Q, 史 ,让 ) 是 完备 测度 空间 , (五 ,| .| 是 Banach 空间 ,X :0 一 
B 且 XX 是 多 强 可 测 的 . 若 人 1X(o)llpn(dw) < oo, 则 对 任何 简单 的 BB 值 函 数 
列 {Xn,n 之 1}, 只 要 满足 


im Xn = X, 及 一 8.8.， (4.22) 
xn < XO Ww en), (423) 
必 有 : 
(1) 存在 ze B, 使 
加 加 人 xda- 
(2) Jim, [IX (0) ~ Xanlaw) =0 (429) 
9 


若 还 有 一 列 简单 的 B 值 函数 {X,n > 1} 亦 满 足 (4.22) 和 (4.23), 则 
lim (s) [ Xndp = lim (s) [ Xndy. (4.25) 
他 一 OO 0 人 一 OOD 0 


证 (1) 由 命题 4.4 知 必 存 在 一 列 简单 的 B 值 函数 {X,n > 1} 使 (4.22) 
和 (4.23) 成 立 . 由 (4.22), (4.23) 和 控制 收敛 定理 得 : 


(8) [ d= (8) [ 过 
0 0 
过 [ |X — Xlldp 
mN—+OO Q 


lim 
m,n—00 











到 lim |‖Xm 一 Xdan = 0. 
Q 各 水 一 oo 
由 Banach 空间 的 完备 性 得 知 : 必 存 在 ze B 使 
lim [ Xndh = 7. (4.26) 
no0o 0 


(2) (4.24) 可 由 {Xn,n > 1} 之 选取 及 控制 收敛 定理 而 证 得 . 
若 还 有 一 列 简单 的 B 值 函数 {X,n > 1} 亦 满 足 (4.22) 和 (4.23), 令 


y | Xn 当 n 为 奇数 时 ， 
. C,， 当 n 为 偶数 时 ， 
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则 简单 的 B 值 函 数列 {7Y%,n > 1} 亦 满足 (4.22) 和 (4.23), 所 以 必 存 在 y e 五， 
使 
y= ime) | Ydp 


但 {(s) fo Xndp,n >1} 和 {6) fo Xndu,n > 1} 都 是 {(s) fo Yrdp,n > 1} 的 子 
序列 , 所 以 


lim ® | Xndh = lim / Xndh = 7. 
定理 4.4 证 毕 . 


定义 4.4 设 (Q, 多 ,1) 是 完备 测度 空间 , (B,|. 上 ) 是 Banach 空间 ,和 是 也 
值 的 多 强 可 测 函 数 , 若 定 义 4.3 中 所 定义 的 


四 /xd 
0 
在 BB 中 存在 且 唯 一 , 则 称 X (在 9 上 ) 是 Bochner 可 积 的 . 
推论 4.2 BB 值 多 强 可 测 函 数 X 是 Bochner 可 积 的 充分 必要 条 件 是 


1 IX (lldw) < oo (4.27) 


证 应 用 定理 4.4, 可 直接 得 推论 4.2. 


定义 4.5 “与 实 值 可 测 函 数 的 Lebesgue 积分 类 似 , 对 任何 A Ee 多 , 定义 也 
值 多 强 可 测 函 数 和 在 4 上 的 Bochner 积分 为 


() /Xan= ® 14xa. (4.28) 


定理 4.5 设 (0,. 多 ,1) 是 完备 测度 空间 , (B,||.) 是 Banach 空间 , X; 是 
电 值 多 强 可 测 和 函数 , ci E R, Xi 是 Bochner 可 积 的 , (i = 二 1,2,…,n), 则 》、 ciX 
i=1 
也 是 Bochner 可 积 的 , 且 


人 2 ox) dk = Dl®) xia (4.29) 


9f | < {elar (4.30) 


此 外 , 对 任何 z € B, 任何 Q 上 的 实 值 可 测 的 Lebesgue 可 积 的 函数 u(w), 恒 有 








(®) [ usu) = ( 人 vonldu)】 (4.31) 
证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
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定义 4.6 设 (Q, 多 ,P) 是 完备 的 概率 空间 , (B, 上 ,上 是 Banach 空间 , 刁 是 
Q 上 的 电 值 随机 元 且 多 强 可 测 . 若 全 |X(w)|IP(dw) < co, 则 由 推论 4.2, 义 是 
Bochner 可 积 的 , 定义 外 的 Bochner 积分 


四 人 xun 


为 义 的 强 (或 Bochner 意义 下 ) 数学 期 望 , 简称 数学 期 望 (期 望 , 或 均值 ), 仍 用 
E(X) 记 之 . 这 时 , 称 X 的 数学 期 望 五 (X) 存在 . 

由 定理 4.5 可 知 : 车 Xi 的 数学 期 望 互 (Xi) 存在 ,ci 是 实 常数 ,i = 1 2 mi 
则 > ciXi 的 数学 期 望 忆 2 oj 也 存在 , 且 
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在 初等 概率 论 中 , 我 们 曾经 论 及 过 两 个 随机 事件 (可 测 集合 ) 之 间 的 条 件 概 
率 和 两 个 随机 变量 之 间 的 条 件 期 望 , 并 且 发 现 过 它们 在 初等 概率 论 中 的 重要 性 . 

现在 我 们 要 研究 随机 事件 (可 测 集合 ) 关于 给 定 的 o 代数 的 条 件 概率 和 随 
机 变量 关于 给 定 的 o 代数 的 条 件 期 望 . 这 些 概念 , 在 高 等 概率 论 中 , 特别 是 在 本 
书后 面 要 研究 的 Markov 过 程 和 蒜 论 中 , 是 时 时 不 能 离开 的 工具 . 


定义 5.1 设 和 是 完备 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 实 值 随机 变量 且 E(|X|) < 
oo. 再 设 终 CC 多 是 多 中 的 子 o 代数 . 由 Radon - Nikodym 定理 , 存在 一 个 
9 多 /多 (及 ) 可 测 的 实 值 随机 变量 Y, 使 得 


| Y(w)P(dw) = / X(w)P(ds) (VAEY). (5.1) 
A A 


不 仅 如 此 , 除 一 个 P- 零 测 集 以 外 ,Y 是 唯一 决定 的 . 称 Y 是 处 关于 oa 代数 当 
的 条 件 期 望 , 记 之 为 EB(X|9) =YY. 
由 定义 看 出 , 条 件 期 望 E(X|9) 是 P-a.s. 唯一 决定 的 , 即 是 若 有 两 个 六 
和 Y2 都 是 9/ 多 (R) 可 测 的 随机 变量 且 
%= EXIg), (i= 1,2), 


则 六 =, Pa.s. 
特别 地 ， 
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(1) 若 9 是 实 值 随机 变量 族 {X6,a e TT} 所 产生 的 o 代数 , 即 是 , 9 = 
(UX!(B(R)), 记 之 为 =o(Xosa eT), 则 定义 
CE 


E(X|Xu,a e IT) = E(X|Y), (5.2) 


其 中 工 是 任意 一 个 指标 集 . 
(2) 对 任 一 可 测 集 4e 多 和 多 中 任 一 子 o 代数 CcC 史 , 定义 4 关于 儿 
的 条 件 概率 为 
P(4|9) = E(14|g). (5.3) 


命题 5.1 设 只 是 任 一 集合 , (已 ,B) 是 任 一 可 测 空间 , f :0 一 万 ,9 :0 一 玉 ， 
则 9 关于 o(f) 可 测 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 
h:ErR，h 关 于 8/ 络 (有 R) 可 测 ， 
使 g=h(f). 
证 充分 性 显然 成 立 . 下 证 必要 性 . 令 


9g ={9:g9=h(f)，h 关于 8/ 络 (R) 可 测 }， 


则 9 是 包含 全 体 常 值 函数 的 向 量 空间 . 令 {ha(f),n > 1} 是 9 中 的 使 开 坚 
sup hn(f) 为 实 值 函 数 的 一 个 非 降 序列 , 再 令 


A= {7z €E:suphn(t) < ooh， 
nz 之 1 


则 4 € 8,f(Q) c 4, 此 处 f(9) 如 前 定义 , 为 映射 f 在 Q 上 的 像 集 . 定义 
民 jn(z)， 当 ze 4， 
h(z) = 


人 多 之 1 


0， 反之 ， 


则 hh 关于 8/ 多 (R) 可 测 , 且 F = h(f), 即 Fe 9. 任 取 集合 C € o(f), 必 有 
Be8 使 C= f-1(B), 从 而 lc = 1s(f) e 9 由 单调 系 定理 可 知 多 包含 了 
Q 上 的 一 切 oc(f)/ 乡 (R) 可 测 函 数 , 即 是 对 任何 o(f)/ 多 (R) 可 测 的 函数 g, 必 有 
8/B(R) 可 测 的 函数 h, 使 g = jz 月. 

若 9 是 任 一 o(f)/ 多 (RR) 可 测 的 广义 实 值 函数 , 令 g* = arctan g, 则 9 是 
关于 o(f)/ 乡 (R) 可 测 的 实 值 函数 . 如 前 所 证 , 必 存 在 8/ 多 (R) 可 测 函 数 h*, 使 
9 = 钱 (用 可 以 假定 (EB) c |[-3,3|- 令 天 = tan h", 则 hh 关 于 8/ 多 (R) 可 
测 , 且 9 = A(7). 命题 5.1 证 毕 . 
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命题 5.2 设 Q 为 任 一 集合 , 工 为 任 一 指标 集 (可 以 是 不 可 数 集 ), {9.,i eT} 
是 Q 上 的 一 族 o 代数 , 记 V 包 =o (UU 瓜 ), 则 任 取 AeV V 久 , 必 存 在 工 的 
一 个 可 数 子 集 了 (可 以 依赖 A), 使 AEe Y, %. 

证 令 

MM = {Ae \ 瓜 : 存在 的 可 数 子 集 71, 使 Ae VY 纷 }， 
iEL i€I 
则 > U 缀 . 又 因为 观 是 一 个 oa 代数, 所 以 匆 = V 纹 . 命题 5.2 证 毕 . 
i€ET iET 

命题 5.3 设 Q 和 工 如 前 . {(Ei,@),i ET} 是 一 族 可 测 空间 , f;:Q0 上 Ei(ie 
1), 令 多 =o(fi,ieT),p:N 上 .RR 且 多 /多 ( 民 ) 可 测 , 则 存在 工 的 一 个 可 数 子 
集 了 (可 以 依赖 于 p) 和 定义 在 可 测 空间 (BE ES) 上 的 取 值 于 下 的 函数 


hh 关于 (# 所 /多 ( 古 ) 可 测 , 使 


p=h(fi), 
其 中 fr(w)= (fi(w),i € D,w edQ. 
证 令 DD 为 有 理 数 集 , 再 令 
M = {la,b] :a € DU{-%},be DU{o%}}, 
则 9 为 可 数 个 集合 构成 的 集合 系 , 所 以 可 令 
M= {A1, Ah2,..….}, Ar € BBR). 


对 每 个 hk, 由 pe 多 /多 (及 ). 可 知 pr-1(4k) e 多 . 再 用 命题 5.2 得 知 : 存在 工 
的 一 个 可 数 子 集 了 , 使 
pAx) GE o(fi,t € Ix). 


= UU 了 ; 则 pg-1(%) C o(fi,i Ee 站 所 以 


p(B(R)) = ¢ (0(M)) = op (WM)) C olfi,i € 7), 
此 即 
vp eol(fiie Dl)/BR). 


再 利用 命题 5.1 得 知 : 满足 命题 5.3 中 的 条 件 的 h 是 存在 的 . 命题 5.3 得 证 . 
作为 命题 5.3 的 应 用 , 可 以 得 到 一 个 关于 条 件 期 望 的 定理 . 
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定理 5.1 设 Y 是 完备 概率 空间 (9Q,. 多 , P) 上 的 数学 期 望 存在 的 实 值 随 机 
变量 , 工 是 任 一 指标 集 (可 以 是 不 可 数 集 ), {Xi,i ETI} 是 一 族 实 值 随机 变量 , 则 
存在 工 的 一 个 可 数 子 集 了 (可 以 依赖 于 站 ) 及 定义 在 可 测 空 间 (KR, X 8:) (其 


中 网 = 8(Ri),R; = R) 上 的 实 值 函数 几 几 E (¥ 3 /多 (R), 使 
E(Y|Xi,i ET) = h(X7), 


其 中 Xi(w) = (Xi(w),i ET),w enN. 


证 在 命题 5.3 中 取 p = E(Y|Xi,i eT),E; = 及 ,有 = BZ(R),fi = Xi,ie 
了 ), 则 由 命题 5.3 和 命题 5.1 即 可 得 定理 5.1. 


推论 5.1 车 定理 5.1 中 的 工 = {1,2.… ,d}, 则 存在 
h:Ri RR, he%(R)/B(R), 

使 
E(Y|Xi1,.…. ,Xa) = h(X1,:.. ,Xa). 


例 5.1 设 生 是 (Q, 多 ,P) 上 的 实 值 随 机 变量 , 且 E(X) 存在 ,9 = {2,0}， 
则 
E(X|g) = E(X). 
例 5.2 设 X 和 Y 都 是 (Q, 有 多 ,P) 上 取 非 负 整 数 的 随机 变量 , 其 联合 分 布 
为 P(X =iY = j= pijy,Y 的 边缘 分 布 为 P(Y = j) = p; > 027e2+. 则 存 
在 Borel 可 测 函 数 f, 使 


E(X|Y)= f(Y) P-a.s, 


10)= (ines ) /p00 e274) 
i=0 
注意 : 此 时 f(j) = 2 P(X =ilY = 放 , 这 与 初等 概率 论 中 定义 的 条 件 期 户 
是 一 致 的 . 
例 5.3 设 X,Y 均 为 (9, 多 , P) 上 的 实 值 随机 变量 , (X,Y) 有 联合 密度 函 
数 f(z,y) 即 是 对 任何 4e 多 (R?), 有 


P((X,Y) € 4) = | fe wardy. 
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令 
= | f(s,was, 
R 
C= {yeR:f(y) > 0}， 
_ J f(z,y)/f2(y), 当 z eR,yed, 
9 必 当 ze R,yEC. 
则 


zxly)= |/ rg(z,Y)dr P-a.s., 
R 


这 与 初等 概率 论 中 定义 的 条 件 期 望 也 是 一 致 的 . 

由 于 条 件 期 望 (概率 ) 都 是 差 一 个 P 零 测 集 唯一 决定 的 , 所 以 以 后 谈 及 条 
件 期 望 (概率 ) 相等 时 , 均 系 除 一 个 P 零 测 集 以 外 相等 , 故 有 时 已 -a.s. 符号 略 
去 不 写 . 

下 面 我 们 介绍 条 件 期 望 (概率 ) 的 一 些 简单 性 质 : 

(1) 设 XX, Xi1,… ,Xn 是 (Q, 多 ,PP) 上 的 实 值 随机 变量 , c ct, … ,cn 是 实数 ， 
乡 是 多 中 的 子 co 代数 , E(|X|) < 00,E(|Xi|) < oo =1 ,2. 则 

(a) E(clY)=¢; 
四 已 (时 ax) = ECXilg) 
(ec) Xi > Xz = E(X1|G) > E(X2|Y). 
(2) 设 针 如 (1), 鲍 , 多 ,多 缘 为 史 的 子 o 代数 , 且 名 CC C 的 , 如果 
| 


BE(X|%) 关于 纹 /BB(R) 可 测 , 则 


E(X|%)= E(X|%) = E(X|), 
E(E(X|%)|%) = E(E(X|IG )|%) = E(XI|G). 


(3) 设 9 是 概率 空间 (Q, 多 ,P) 中 多 的 子 o 代数 , An e 多 ,n= 1,2,. 
则 
(a) An1 A= P(An|g) 1 P(AIYS); 


An 1 A= P(An|g) 1 P(A]Y); 
(b) {4n} 两 两 不 交 > 2 P(Anlg)=P (5 口 Anlg ): 


(4) 设 X,Y 都 是 (9， Z, 局 上 的 实 值 随机 变量 E(|X|) < oo E(IXY|) < 
o0,9 是 多 中 的 子 o 代数 ,Y 关于 儿 / 多 (BR) 可 测 , 则 


E(XY|g) = YE(X|Y). 
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特别 地 ， 者 f 是 实 变 实 值 的 Borel 可 测 函 数 ， 则 
E(Xf(Y)|Y) = f(Y)E(X|Y). (5.4) 
(5) 奋 X 是 (0, 多 ,P) 上 的 实 值 随机 变量 , E(|X|) < oo,9 是 多 中 的 子 
o 代数 , 9 与 o(X) 相互 独立 , 即 是 对 任何 A € 8,B e o(X), 有 P(A 门 B) = 
P(4)P(B), 则 
E(X|g) = E(X). (5.5) 


(6) 设 X 是 (9, 多 ,P) 上 的 实 值 随机 变量 , E(|X|) < co, 图 是 多 中 的 o 代 
数 , 4e 9, 久 尘 {B:B= AD,D eg}, 则 色 是 中 的 子 o 代数 ,4e 绵 , 且 


E(XIY)14 = E(X|G)14. (5.6) 


用 条 件 期 望 之 定义 立即 可 验证 (1)~(5) 成 立 . 下 面 只 证 (5.6) 式 . 
由 于 (5.6) 两 边 都 关于 乡 / 多 (R) 可 测 , 又 因为 任 取 De 9, AD e 铺 , 所 以 


| E(XIG)14dP = / E(14X|9)dP 

D D 

1 14XdP = / XdP = / E(X|g)dP 
D AD AD 

/ E(X|I%)14dP. 
D 


所 以 (5.6) 成 立 . 性 质 (6) 证 毕 . 


定义 5.2 设 (Q, 史 , 忆 ) 为 完备 概率 空间 , 9, 孵 ,多 都 是 多 中 的 子 o 代数 . 
若 对 任何 41 EG ,A € %, 都 有 


P(4142) = P(41)P(42)， (5.7) 
则 称 绵 与 弧 相互 独立 ; 若 对 任何 A1 € 绩 , 4A2 < 名 ,都 有 
P(A1|$)P(A2|Z) = P(A1iA21Y), (5.8) 
则 称 统 与 掀 关于 9 条 件 独立 . 
对 于 任 一 抽象 空间 9 中 的 一 族 o 代数 , {9,a < T}，U 9 未 必 是 o 代 
数 ,但 o (ua 是 包含 一 切 和 %(a eT) 的 最 小 o 代数 . 本 书 恒 用 V 表 
六 ( U 和 站 


CET 
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定理 5.2 设 狠 名 和 狗 之 定义 如 定义 5.2, 则 多 与 网 关于 多 条 件 独立 

的 充分 必要 条 件 是 
P(B»|Y) 一 P(B»|Z V ), (YB» € %). (5.9) 


证 任 取 B € 9, B; € 多 (i = 12). 由 条 件 期 望 的 定义 和 条 件 期 望 的 性 质 
(4) 有 : 


上 lmdP= 上 lamaP= 上 El(lBs, 1p,|$)dP, (5.10) 
BB1 B B 
[ PUBalg)dP = / E(1p,E(18,|9)|g)dP 
BB1 B 
室 / E(1s,|9)E(1p,|g)dP. (5.11) 
B 


首先 证 明定 理 5.2 的 必要 性 部 分 . 设 鲍 与 掀 关于 终 条 件 独立 , 则 对 一 切 
B € 9,B; € i, (i = 1,2, ), 恒 有 


五 (15， | 乡 ) 殖 (15。 多) 五 (15:,1B。 | 乡 ). (5.12) 
由 (5.10) 一 (5.12) 有 
[ 1p,dP = / PUB|9)dP (5.13) 
BB1 BB 


欲 证 (5.9) 成 立 , 注意 P(B2|9) 关于 9 图 Y 锅 可 测 , 则 只 需 证 明 对 任何 Ce 乡 V 狐 ， 
总 有 
1p,dP = [ PUBzl9g)dP (5.14) 
C C 


事实 上 , 对 任何 Ba e 多 , 令 
m={0: |/ 1map= | P(B2l9)aP}, 
C C 
Mi = {C0C :C= BBi,B EY,B1 eg}, 


则 9m 是 系 且 M1 39U 统 . 由 (5.13) 知 员 2 9M1. 显然 叱 是 d 系 , 所 以 由 
第 一 章 定 理 1.2 知 


MD dM1) = oW1) D oc(GUGR) = VN. 


此 即 (5.14) 对 一 切 Ce9v 多 成立. 必要 性 得 证 . 
最 后 证 明定 理 5.2 的 充分 性 部 分 . 设 (5.9) 对 一 切 Bs。e 多 成 立 , 则 


上 P(Bzl9)dP 一 [ 1B.dP. (B € YY, B; € G4). (5.15) 
BBi BB 
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由 (5.10)、(5.11) 和 (5.15) 有 
/ E(1s, 1p 9)dP 
B 


/ E(1p,|9)E(1p,|9)dP, (Be¥,Bie®). (5.16) 
B 


而 (5.16) 左右 两 边 的 被 积 函 数 关 于 9 都 是 可 测 的 , 所 以 
Ells, 1B, |g) 五 (1B， 多) 五 (La。 | 乡 ). 


充分 性 得 证 . 定理 证 毕 . 
下 面 我 们 给 出 期 望 和 条 件 期 望 的 一 个 重要 的 不 等 式 一 Jensen 不 等 式 . 首 
先 给 出 凸 集 与 凸 函 数 的 定义 和 几 个 简单 性 质 . 


定义 5.3 称 R4 中 的 子 集 5 是 凸 集 ,， 如 果 : 
ZiVES 僵 (1 一 AZ+X)ES，(YAE(0,1)). 
设 A 是 RA 中 的 一 个 子 集 ,f :A 及 , 若 
{(z,t) :rE A,r eR,t> zj 


是 Rdt1 中 的 凸 集 , 则 称 f 是 4 上 的 凸 函 数 . 
命题 5.1 R 中 的 子 集 5 是 凸 集 的 充分 必要 条 件 是 :3 是 RR 中 的 区 间 ( 开 
的 或 闭 的 或 半 开 半 闭 的 , 有 穷 的 或 无 穷 的 ). 
命题 5.2 设 f:(a,P) 己 RR, (a 可 为 一 00,B 可 为 co), 则 
(1) f 是 (Qa,B) 上 的 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 : f 在 (a, 6B) 上 连续 而 且 
(3 ) < PE, (Woy e (op)) 


从 而 (a, 8) 上 的 西 函 数 有 必 是 Borel 可 测 的 , 即 是 , f e ((a,B) 门 B(R))/B(R); 

(2) f 在 (a,B) 上 有 单调 非 降 连 续 导 函数 f' 二 f 是 (a,B) 上 的 西 函数 ; 

(3) f(z) = lzlp,(1 和 pp< oo) 僵 是 及 上 的 西 函 数 ， 

命题 5.3 设 了 是 及 中 的 西子 集 5 上 的 西 函 数 ， 则 必 存 在 线性 函数 列 
{fn(7) = 0nZ 二 bn,n > 1}, 使 fn(7) < f(z), (vn 之 1,7E€ S), f(z) = sup fn(2). 
(Yz E 5°,5° 是 5 的 开 核 , 即 含 于 8 的 最 大 开 集 .) 


命题 5.1~5.3 的 证 明 请 参见 [102], 在 此 从 上 略 . 
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定理 5.3 (Jensen 不 等 式 ) 设 X 是 完备 概率 空间 (Q,. 多 ,PP) 的 实 值 随机 
变量 , f 是 及 中 的 西子 集 3 上 的 廿 肖 数 , 义 (Q) C 5,B(X) < oo) 乡 是 多 中 的 子 
0 代数 , 则 

(1) f(E(X)) < E(f(X)); 

(2) f(E(X|S)) < E(f(X)|Y). 


证 由 命题 5.1, 可 令 5° = (a, 6B),S 一 5° 至 多 只 含 两 点 a 和 ( 当 a,6B 为 
有 限 实数 才 有 可 能 ). 而 由 X(Q) C 5 可 知 E(X)€ 9. 


先 证 结论 (1). 
(A) 若 五 (X) e 5°, 则 取 线 性 函数 列 {f,} 满足 命题 5.3 中 的 条 件 . 于 是 有 : 
f(E(X)) = up fn(E(X)) = sup EB(fn(X)) 
< E(f(X)). 


(B) 车 五 (X)J e 5 一 5°, 不妨 设 (X) = a 是 实数 . 由 于 X(w) e [a, 8](Yw € 
Q), 所 以 对 = aa-s., 从 而 f(E(X)) = f(a) = E(f(X)). 

再 证 结论 (2). 

取 线 性 函数 列 {fi} 满足 命题 5.3 中 的 条 件 , 并 令 


A° = {w EN: EXIG)(w) e 5°)}; 
Aa = {w EN: E(XIG)(w) = a); 
Ap = {w EN: E(XIG)(w) = 6}. 


(A) 若 we 4?", 则 
f(E(X|9)(w)) = Sap fn(E(X|S)(w)) 


三 sup B(fn(X)G)w) 
< E(f(X)|S)(w). 


(B) 车 we ho, 则 由 关 -a>0,AaE 允 有 
/ (X -a)dP = / (E(X|Y) ~ a)dP = 0， 
A Ao 
所 以 铸 = a,a.s.inAa. 而 由 A。 的 定义 还 有 


14sf(E(XIS)) = 14,f(o) = E(14,f(o)|Y) 
= E(14./(X)|g) = 14. E(f(X)|Y), 
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此 即 
f(E(X|G)(w)) = E(f(X)|G)(w), (vw € Ao). 


(C) 仿 (B) 可 证 
f(E(XIG)(w)) = E(f(X)|G)(w), (vw € 46)， 
定理 5.3 证 毕 . 
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在 这 一 节 中 , 我 们 将 要 研究 取 值 于 Banach 空间 的 随机 元 的 条 件 期 望 . 

定义 6.1 (B 值 强 可 测 随机 元 的 条 件 期 望 ) 设 . (0, 多 ,PP) 是 完备 概率 空 
间 ,(B, 上 .|) 是 Banach 空间 , X 是 B 值 强 可 测 随机 元 且 Bochner 可 积 , 乡 是 
多 中 的 子 o 代数 而 且 也 是 完备 的 ( 即 多 中 的 书 零 测 集 之 子 集 亦 属于 多 ). 如 果 
存在 

Y:N0PB 
满足 以 下 诸 条 件 : 
。 (1) 和 关于 9 强 可 测 且 玉 ( 上 7 < ee (从 而 Y 是 Bochner 可 积 的 ); 

(2) (s) [A XdP=(s)f ydP (Y4e9g)， 

则 称 了 是 三 关于 代数 9 的 强 条 件 期 望 (简称 条 件 期 望 ), 记 作 
(s)E(X|$)=Y. 
车 {Xi,i ET} 是 一 族 BB 值 随机 元 , 则 记 
(s)E(X|Xi,ieT)= (s)E(X|o(X;,i eT)). 


定理 6.1 设 (Q, 多 ,PP),(B, 趾 由, 久 和 少 如 定义 6.1 所 定义 , 则 (8) 刀 (XI9) 
在 P-a.s. 意义 下 是 唯一 存在 的 . 


证 若 X= > zil4, 是 简单 的 B 值 函 数 , 令 


Y= rE(1a.lg), 


i=1 


则 Y 关于 强 可 测 , EE(I|Y|) < ee, 且 对 任何 A e 9, 总 有 
全 YdP = > 上 E(14.19)dP 


n 


7 |. 14.dP = (s) A XdP (6.1) 


i=1 


此 即 Y = (s)E(X|g). 
若 X 是 一 般 的 Bochner 可 积 的 强 可 测 的 B 值 随机 元 , 则 由 命题 4.4 得 知 : 
存在 简单 B 值 消 数列 
kn 
Xn 一 2 测 (n 之 1), 
i=1 
使 


必 


则 


又 因为 


所 以 


因此 
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IXn(o)N < X(N, Vw ed,n >1), 


lim Xn, = X, a.s., 
nOO 

lim E(lX — Xnll) = 
也 一 OO 


kn 
Yn, = (s)E(X,|Y) = > zx El | 乡 )， 
?一 1 


7 关于 乡 强 可 测 ， 殖 (| 丈 上 < oo 


kn km 
用 过， Ys zf ))1 )1 ac Lam ; 


i=1 Er 


Yn — Yn = 并 Som - 70™)E )E(lm am | 乡 )， 


i=1 7 一 | 


kn km 
E(|Y, — Ya) < YY Nz — 2" PAA) 


i=1 j=1 


= E(|Xn, — Xm). 


lim E(|Y,— Yl) = 
n,m—00 


。 53. 


(6.2) 
(6.3) 
(6.4) 


(6.5) 


(6.6) 


而 Z1(Q, 多 , P; B) 蛙 {X :0 五 ,X 是 强 可 测 的 且 E(I|IXI) < oo} 是 完备 的 ， 
所 以 必 存 在 Y e Li(Q, 多 ,P; B), 使 


lim 五 (| 一) = 0. 
人 一 OO 


(6.7) 
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下 面 证 明 
Y=(s)E(X|Y). (6.8) 
由 于 YeL(Q, 多 ,P; B), 所 以 为 证 (6.8), 只 需 证 明 
(s) / XdP = (s) / Yap, (vAeY). (6.9) 
A A 
但 是 
im E(|X— Xr) = lim EY -Yl)=0, 
所 以 


lim / IX — XnllaP 
也 一 OO A 
ca / IY -YadP=0 (VAeY). (6.10) 
no0 A 


因此 , 由 3 = (s)EB(Xn| 儿 ) 可 得 


() | YdP = lim (® A YaP ) 
= lim (® 小 ZaP 


= (8) . XdP (vAeY). 


(6.9) 式 得 证 . 

最 后 证 明 条 件 期 望 在 P-a.s. 的 意义 下 唯一 决定 . 为 此 , 证 明 下 面 的 

命题 6.1 设 (Q, 多 ,PP),(B,|.), 乡 如 定理 6.1 所 定义 ,Y 是 Bochner 可 积 
的 BB 值 随机 元 , 而 且 关于 多 强 可 测 . 若 (s) [4YdP = 0(Y4A e 9), 则 Y=0， 
P—a.s.. 


证 由 命题 4.4 得 知 : 可 取 


kn 
Y= ym (nz1), 


i=1 


A™ eg, A A =o (i#jn21), 


kn 
(4A® = 09, {y™ :i = 1, 'kn,n>1}CB, 


i=1 
[YN < 2)Y (OW)) (Vw ed,n >1), 
lim Yh,=Y, P-as., 


Jim, BE -了 有 = 
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由 A( e 9 及 命题 假设 可 知 : 
jn 
zadP = zadP 
hl > /sl 


kn 
= > lv" P(A™) 














i=l 
kn 
= > |(s) 1 YndP 
i=1 4 
kn 
< >_|(s) 全 YndP — (s) 人 YaP 
i=1 i i 














kn 
二 一 
< 天 -Ya 


= /Iv -YlaP 
0 
所 以 
f iar < f ly -Ylap+ f lalaP 
0 0 0 
<2 1/ Iz 二 到 IaP 二 0 ( 当 m… oo 时) 
0 


故 Y = 0，P-a.s. 命题 6.1 证 毕 , 从 而 定理 6.1 得 证 . 

下 面 介绍 强 条 件 期 望 的 性 质 , 证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 

命题 6.2 设 (Q, 多 ,P) 是 完备 概率 空间 ，(B,|. 咱 是 Banach 空间 , X,， 
XI ,X 是 Bochner 可 积 的 强 可 测 B 值 随机 元 , 9G, 络 , 响 , 响 是 多 中 


的 子 o 代数 , ql,… ,an 是 实数 , zr E B,Y 是 强 可 测 B 值 随机 元 , 则 
(1) (s)E(z|9) = 7; 
(2) (s)E 3 cx bp oi(s) BE(XilY); 
(3) |I(s)E(XIY)N < E(XNIY); 
(4) 车 绩 C 统 C 扩 ,而 且 (s)E(X| 抬 ) 关于 络 强 可 测 , 则 
(s)E(XIG) = (s)E(X|%) = (s)E(X|%); 
= (s)E(((s)E(X|%))|g) 
= (s)E(((s)E(X|%))|%); 
(5) 著 X 与 了 相互 独立 , 则 


(s)E(XIY) = (s)E(X); 
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(6) 若 上 Xn < 中 X||, (vn 2 1), lim Xn, = X, Pa.s., 则 
no0 


im (s) B(Xnlg) = (s)E(XIY). 


87 习题 及 应 用 
1. 设 ui 为 实数 , ri 为 有 理 数 , i = 1,… ,NN， 


Mi = {RY 中 一 切 区 间 (a, 4]}; 

m2 = {RN 中 一 切 闭 区 间 [a, 中 }; 

ms = {RN 中 一 切 开 区 间 (a,5b)}; 

mt = {RW 中 一 切 开 集 }; 

ms = {RN 中 一 切 闭 集 }; 

me = {RN 中 一 切 形 如 {xz € RNY :zi < ai,i 二 1,… ,入 } 之 集合 }; 

mz = {RN 中 一 切 形 如 {Xe RN :zi < ,1 = 1,…NN} 之 集合 }; 

mts = {RN 中 一 切 形 如 {xz € RY :zi <7i,i 二 1,… ,NN} 之 集合 }; 

to = {RN 中 一 切 形 如 {xz € RN :zi <7i,i 二 1,… ,NN} 之 集合 }， 
则 

B(RN) = oMi),i= 1,...,9. 
2. 设 X:0ni 一 02, 钢 是 Qo 的 一 个 子 集 族 . 记 X-1%) = {4 :4= 

久 -1(B), Be MN} 是 Qi 中 的 在 纲 上 的 道 像 子 集 族 , 则 


5(X (WM)) = X (0 (Mm)). 


3. 设 (Q, 史 ,PP) 是 概率 空间 , (B, 多 ) 是 任 一 可 测 空 间 , X :0 一 B, 则 是 
B 值 随机 元 的 充分 必要 条 件 是 : X-1(%) C ZF, 且 o(%) = 名. 
4. 设 F(z) 是 分 布 晴 数 ,k 关 0, 则 函数 


z+k z+k 
so 天 人 Fi， vo) -| Fe 
都 是 分 布 函数 . 

5. 通过 对 直径 的 近似 测量 来 估计 圆 面积 的 分 布 . 设 直径 的 测量 值 均匀 地 分 
布 于 (a,5) 之 间 . 试 求 圆 面积 的 数学 期 望 

6. 假定 有 N 个 人 去 验 血 (N 相当 大 ). 于 是 有 两 种 方法 可 以 采用 : (i) 每 个 
人 单独 地 去 检验 一 次 , 于 是 共 需 检验 次 ; (ii) 把 N 个 人 分 成 K 人 一 组 , 把 这 


—k 
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KK 个 人 的 血 混在 一 起 去 化 验 . 如 果 化 验 结果 是 阴性 反应 , 则 对 这 天 个 人 只 需 化 
验 一 次 就 可 下 结论 了 如果 是 阳性 反应 , 则 这 K 个 人 再 逐个 地 化 验 一 次 , 这 样 ， 
一 共 要 化 验 玉 +1L 次 才能 对 这 K 个 人 下 绪论. 

如 果 每 个 人 化 验 结果 为 阳性 的 概率 为 p, 试 求 : 

(a) 用 方案 (ii), 所 需 化 验 的 次 数 Xk 的 数学 期 望 (Xk); 

(b) K 取 何 值 方 能 使 (Xk) 达 最 小 ? 

7. 设 Y 和 Xi,X2,… 为 相互 独立 的 取 非 负 整数 的 随机 变量 序列 , {Xn,m > 
0} 具有 公共 分 布 , 其 公共 的 母 函 数 为 f(s),Y 的 母 函 数 为 g(s). 令 


一 及 1 十 六 2 十 :… 十 XYy， 当 Y > 0， 
0, 3 


试 求 X 的 母 函 数 . 
8. 设 {a;,i > 0} 是 一 列 非 负 的 界 于 1 的 实数 , 而 且 对 每 个 n> 1, {ain,i > 0} 
是 概率 分 布 . 令 


= a An(s) = > i (|s| < 1) 
i=0 i=0 
是 它们 的 母 函 数 , 试 证 
im aun = Qi (i>0) 
的 充分 必要 条 件 是 
im, An(s) = A(s) (VIs| < 1). 


9. 设 on 是 “在 一 个 n+1 边 的 凸 多 边 形 中 , 用 n 一 2 条 不 相交 的 对 角 线 划 
分 为 三 角形 ”的 所 有 可 能 的 方式 的 数目 . 令 ai = 1. 试 证 : 


an 一 Qlan-1 十 azan-2 十 …. 十 an_-lal (vn > 2). 


找 出 {am > 1} 的 母 函数 , 并 求 出 ao 的 精确 表达 式 . 

10. (抽样 验收 ) 假设 一 批 产 品 中 的 合格 率 为 pe (0, 1), 而 一 件 产 品 被 抽出 来 
检验 的 概率 为 p es (0,1). 因此 , 我 们 可 以 把 全 部 产品 分 成 四 类 : 接收 了 而 且 进 
行 了 检验 的 ; 接收 了 而 未 进行 检验 的 ; 抽出 来 检验 了 而 未 接收 的 ; 未 抽出 来 检验 
且 未 接收 的 . 它们 的 概率 分 别 为 pp',pq',p'q,9q', 其 中 g=1-p,q =1-p. 令 N 
是 发 现 第 一 件 废品 以 前 已 通过 检验 的 产品 的 件数 (可 以 是 真正 检验 过 的 , 也 可 以 
是 未 检验 而 混 过 去 的 ), K 为 其 中 没有 被 发 现 (没有 检验 ) 而 混 过 去 的 废品 的 件 


数 求 出 N 和 的 联合 分 布 及 边缘 分 布 . 再 求 至 ( 下) 和 cov(K N) (在 实 
际 工业 生产 中 , 被 发 现 的 废品 是 要 用 合格 产品 去 痊 代 的 . 因此 ,K/(N+1) 是 其 中 
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废品 的 比例 , 它 衡量 了 这 批 产品 的 质量 . 注意 : 刀 ( 与 E(K)/E(N+1) 


N+l 
不 一 样 .) 
11. 试 证 : 若 著 和 YY 这 两 个 随机 变量 每 个 都 只 能 取 两 个 数 , 而 且 cov(X,Y)= 
0, 则 生 与 Y 相互 独立 . 
12. (样本 结构 ) 设 某 批 产品 中 有 r 类 产品 , 它们 所 占 之 百分比 分 别 为 pi， 


22…… ,pr |p;>0, Dp = 中 对 其 进行 有 放 回 的 抽样 , 假定 随机 地 抽取 了 一 
= 


个 大 小 为 的 样本 . 试问 样本 中 不 包含 那些 类 的 元 素 的 类 数 的 数学 期 望 是 多 少 ? 
(指示 : 当 第 ; 类 产生 在 样本 中 不 出 现时 令 Xi = 1, 反之 令 Xj; = 0.) 

13. (分 层 抽样 ) 一 个 城市 有 n 个 区 , 其 中 住 有 zj 个 居民 的 区 共有 nj 个 
(ni + 二 +…=m). 令 m= njzj/n 为 每 个 区 居民 的 平均 数 , 且 令 o? = 
站 (njz23/n) 一 m2. 随机 地 无 放 回 地 选取 7 个 区 , 然后 把 样本 中 每 一 个 区 的 居民 
数 调查 出 来 . 令 Xi1,X2,… ,X; 分 别 为 这 r 个 区 的 居民 数 . 试 证 : 


五 (XI 十 … 十 和 ) = rm; 
var( XI 十 十 向) 一 or 一 r)/(n 一 1 


(注意 : 有 放 回 的 方差 较 大 , 对 应 的 方差 为 ra2 .) 

14. 设 (0, 多 , P) 是 完备 概率 空间 ，( 互 ,| .| 是 可 分 的 Banach 空间 ,X : Q 
召 ,X 是 强 可 测 的 吾 值 随机 元 . 定义 4.6 定义 取 的 ( 强 ) 数学 期 望 , 即 Bochner 
意义 下 的 数学 期 望 E(X)， 为 了 区 别 起 见 , 这 种 数学 期 望 有 时 记 之 为 (s)E(X). 
下 面 我 们 定义 Pettis 意义 下 的 数学 期 望 , 或 弱 数学 期 望 (w)E(X). 

设 B* 为 B 的 共 匈 空间, 称 强 可 测 随机 元 X 有 Pettis 意义 下 的 数学 期 望 
如 果 存在 ze BB, 使 得 对 每 一 个 fe B*, f(X(w)) 关于 概率 测度 P 是 可 积 的 , 而 
县 

f(z) = [ f(X(w)P(ds) (Vf eB'), 
0 


这 样 的 z 称 为 X 在 Pettis 意义 下 的 数学 期 望 , 记 之 为 (w)E(X) = xz. 

注意 : 这 样 的 z 如 果 存 在 , 则 一 定 是 唯一 的 . 

试 证 明 : 如 果 (s)E(X) 存在 , 则 (w)E(X) 也 存在 且 二 者 相等 . 

15. ( 续 上 ) 试 列举 (w)E(X) 的 一 些 简单 的 基本 性 质 并 证 明之 . 

16. ( 续 上 ) 若 (s)E(X|g) 存在 (其 中 乡 是 多 中 的 子 o 代数 , Bo 是 B 的 闭 
子 集 , 且 P(X e Bo) = 1, 则 P((s)E(X|Y) e Bo)=1. 

17. ( 续 上 ) 着 o(X) 与 9 独立 , 试 证 (s)E(X|9) = (s)E(X). 

18. ( 续 上 , Jensen 不 等 式 ) 设 (Q, 多 , 乙 ), (B, 上 .|) 如 习题 14. 


p(T):B。 oR, 
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称 p 是 强 凸 的 , 如 果 它 满足 : 

(1) p(x) > 0, (Yr < B); 

(2) p(azx) = ap(7), (Ya > 0,7 € B); 

(3) plz 十 g) < p(7) + p(y), (vz,y € B). 

试 证 : (1) 强 凸 泛 函 p 为 连续 泛 函 的 充分 必要 条 件 是 : p 是 有 界 的 ; 

(2) (Jensen 不 等 式 ) 设 9 是 多 中 子 o 代数 , B 值 强 可 测 随机 元 X 满足 
吾 (| 上 ) < oo, 则 对 B 上 的 任何 连续 的 强 凸 的 泛 函 p(z), 都 有 : 


Pp((s)E(XIG)) < E(p(X)|Y). 


第 三 革 ”各 种 收敛 性 


§1 概率 收敛、 概率 为 1 地 收敛 、Z2 收敛 、 
几乎 一 致 收 合 和 完全 收敛 


在 这 一 章 中 , 将 介绍 概率 论 中 常用 到 的 一 些 收敛 性 . 在 81 中, 介绍 五 种 收 
敛 性 和 它们 之 闻 的 关系 . 


定义 1.1 设 (0, 2, P) 是 完备 概率 空间 ， 用) 发 1) 有 2 是 其 上 的 一 列 实 值 
随机 变量 . 


(1) 车 对 任意 s > 0, 都 有 
lim P(|Xn — X|>e)=0, (1.1) 
则 称 {Xn} 概率 为 1 地 收敛 到 X, 记 作 
lim Xn=X, P 或 ,XX. 
(2) 若 存 在 多 中 的 一 个 P- 零 测 集 4, 使 
im Xn(w) =X(w) (VweQ-— A), (1.2) 
则 称 {Xh} 概率 为 1 地 收敛 到 X, 记 作 
lim Xn =X,， a.8.， 吉庆 


概率 为 1 地 收敛 即 一 般 测 度 论 中 的 几乎 处 处 收敛 的 概率 说 法 . 


81 概率 收 合 、 概 率 为 1 地 收敛 、Z2 收敛 、 几 乎 一 致 收敛 和 完全 收敛 


(3) 如 果 E(|X|?) < o00, E(|Xn|?) < o0(n = 1,2,…),p 之 1, 而 且 
lim E(|X— Xn|?)=0, 
则 称 {Xn}L? 一 收敛 到 X, 记 作 
Jim Xn 二 XL?， 或 各 Eig 


三- 收敛 称 为 平均 收敛 ; L? 一 收敛 称 为 均 方 收敛 . 
(4) 如 果 对 任何 es > 0, 存在 Fe € 多 ,使 P(Q -Fe) < a, 而且 


lim Xn(w) = X(w) 在 Fe 上 一 致 成 立 ， 
则 称 {Xn} 几乎 一 致 收敛 到 X, 记 作 
lim Xn = X， a.un,, 或 ,= XX. 
(5) 如 果 对 任何 s > 0, 都 有 


im ,P(X— Xx|>e)=0, 
k=n 
则 称 {Xn} 完全 收敛 到 X, 记 作 
lim Xn = X, com., 或 天 二 5. 
下 面 研 究 这 五 种 收敛 性 的 相互 关系 . 
定理 1.1 设 (Q, 多 ,局 ), {六 ,XX2,…} 如 定义 1.1 中 所 定义 , 则 


i 


证 注意 : X, = 对 全 Ve >0 都 有 


Ba? (Ulx -X29 -? (NN Dtx-xu>9) = 


k=n n=1 k=n 


而 且 
(Ux- > <》 P(X — Xkl>e), 


k=n k=n 


所 以 由 (1.6)、(1.7) 知 : 


Xn X= Xn XX. 


. 61 . 


(1.3) 


(1.4) 


全 


(1.6) 


(1.7) 
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由 (1.6) 及 概率 收敛 之 定义 即 得 : 
证 
定理 证 毕 . 
定理 1.2 设 (Q, 多 ,也 ), {XX1, XX2,…} 如 定理 1.1, 则 


Xn am X 全 Xn SX. 


证 设 XX. 则 对 每 一 个 ck = 二， 做 -12...) 都 有 Bs e 史 ,使 
PUBh) > 1- 二 且 lim Xn = X 在 每 个 Be 上 一 致 成 立 . 所 以 对 任何 w U B, 
都 有 lim Xn(w) =X(w), 而 P (5 Bu = 1. 定理 证 毕 . 

定理 1.3 设 (0 多, P),{X XI 2,…} 如 定理 1.1, 则 

pa Ge ep 
证 设 X 一 XX 不成立 , 则 存在 一 个 s > 0 和 一 列 正 整数 {nx}, 使 
P(X— Xnsl26)265>0 (Vk>1). 
所 以 
E(|X— Xl?) > 6e? (Vk > 1), 

从 而 {Xn} 不 可 能 Z2- 收敛 到 XX. 

定理 1.4 设 (0, 多 ,PP),{X,X1, 久 2,…} 如 定理 1.1, 则 

im Xn = X,as. 全 lim Xn = X,aun. 
证 “<=” 部 分 在 定理 1.2 中 已 证 . 


“一 ”. 设 lim X = XX,a.s.. 令 
人 一 OO 


1 Co 
Bk,m = {x — Xk| < 二} Can = [ Be 
Im 


k=n 
则 
{ EQ: im Xn(w) 一 XxX(w)} 
= {1 U Cum, 
m=1 n=1 


(从 Ueaj-: 


m=1 n=1 


81 概率 收敛 、 概 率 为 1 地 收敛 、LP 收敛 、 几 乎 一 致 收 伍 和 完全 收敛 : 63: 


所 以 , 对 任何 。 > 0 和 任何 正 整数 m, 都 存在 正 整数 n(e, m) 使 


局 
P(e my m) = 


2m 
取 
oo oo oo 1 
Fe = (1 Cn(e,m),m = (| 站 {xl < 去》 
m=1 m=1 k=n(e,m) 


则 P(L) > 1 一 e, 且 当 e € Ff 时 , 对 任何 m > 1, 都 存在 n(e,m), 使 |X(w) 一 
Xk(w)| < (Yk > n(e,m)). 这 就 证 明了 X 二 一 X. 定理 证 毕 . 


”定理 1.5 设 (0, 多 ,了 ),{X,X1,X2,…} 如 定理 1.1. 若 Xn 下、 X, 则 存在 
正 整 数 的 一 个 子 序列 {nk}, 使 


Xn —» X. 
证 令 Bnn(e) = {weEQ:|Xn(w) -Xn(w)| > e}, 设 Xn 一 XX, 则 


| 1 
im P (x a 去】 =0 (Yk>1). 


no0 


所 以 , 存在 单调 上 升 的 正 整数 列 {nx}, 使 m,n > nx 时 有 


1 1 
P (Bn ( 玄 )) < DF’ k=1,2,.…. 


1 
Br 二 Bn nes (去 ) 》 


今 


则 P(Bk) < 元 所 以 


wEgo 一 UU Bm > |Xn,(w) — Xn (2)| < 


om 


(Ym > 让， 


m=1i 


因此 , 当 7>i 且 we U Bn 时 有 


m=% 


be (w) CS Xn; (w)| < 





. 64 第 三 章 各 种 收敛 性 


但 是 
1 
r(o- U aaj 二 
m=% 
此 即 
lim |Xn, 一 Xn,| = 0，a.un.. 
2 一 OO 
了 一 oo 
更 有 


lim [Xn; 一 Xi| = 0, a.s.. 
2 一 OO 
了 一 oo 


由 实数 空间 的 完备 性 , 得 知 存在 实 值 随机 变量 Y, 使 


lim Xn, =Y, a.s., 
k—00 


令 h 一 oo, 可 得 (|X -YI> 喜 ) =0 (vm 之), 从 而 


P(X#Y)=0. 
所 以 
Xn = X. 
定理 1.5 证 毕 . 


定理 1.6 定义 1.1 中 所 定义 的 5 种 收敛 性 的 极限 在 a.s. 的 意义 下 都 是 唯 
一 的 . 


证 只 证 第 5 种 收敛 性 的 极限 在 a.s. 的 意义 下 是 唯一 的 . 其 余 4 种 作为 习 
题 , 请 读者 自行 验证 之 . 设 实 值 随机 变量 X 和 了 满足 


P(X #Y)>0, 
则 存在 s > 0 和 正 整 数 M, 使 


P (lx -Yl> 志 ) 2e>0 (Vm > M). (1.8) 


81 ”概率 收 敛 、 概 率 为 1: 地 收 化、LP 收 策 、 几 乎 一 致 收敛 和 和 完全 收敛 .65 . 


但 是 ， 
A(R Xl > 去)+2P(bx-zl> 去 ) 
> 2e({r- xl> 赤 |U{e -zl> 支 月 
> > (I Xol+|X 一 YI> 去 }) 
> p(x- y| > 二 ) 


Cy (vm > M). 
所 以 {Xn} 绝 不 可 能 完全 收敛 到 两 个 不 a.s. 相等 的 随机 变量 . 
附注 1.1 完全 收敛 性 蕴涵 了 a.s. 收敛 性 , 但 反之 不 真 . 反例 如 下 : 取 
= [0， 1), 
= [0, 1) 中 的 一 切 Borel 子 集 ， 
书 是 多 上 的 Lebesgue 测度 . 
定义 随机 变量 列 如 下 


ua- 当 oe | 让 (n> 1). 
0， 反 之 


显然 im X。 = 0 as. 但 是 P(|Xn| > 1) = ~(n > 1), 所 以 {X。} 不 能 完全 收 
全 到 0. 

定义 1.2 称 随 机 变量 X 与 了 依 分 布 等 价 , 如 果 X 与 了 的 分 布 相同 . 称 两 
个 随机 变量 序列 {Xn,n 之 1} 与 {7h,n 之 1} 依 分 布 等 价 , 如 果 对 每 个 n> 1, Xn 
与 7, 依 分 布 等 价 . 

定理 1.7 随机 变量 列 {Xn,n 之 1} 完全 收敛 到 Xo 的 充分 必要 条 件 是 : 对 
每 一 个 与 {Xn 一 XX0,n > 1} 依 分 布 等 价 的 随机 变量 列 {Yi,,n > 1} 都 有 


dim Yn = 0， a.s.. 
证 必要 性 显然 成 立 ， 下 面 证 明 充 分 性 ， 任 取 一 个 相互 独立 的 与 {X 一 


Xo,n > 1} 依 分 布 等 价 的 随机 变量 列 {7,,n > 1}, 如 果 它 as. 收敛 到 0, 则 依 
a.s. 收敛 之 定义 有 : 


(A U {ha > =0 (ve > 0). 


n=1 k=n 


但 是 {f| 丈 | > e,k = 1,2,…} 是 相互 独立 的 , 由 Borel-Contelli 引 理 知 


和 Pd 过 E)<oo (ve > 0)， 


n=1 
由 于 {Yh,n > 1} 与 {Xn 一 Xo,n > 1} 依 分 布 等 价 , 所 以 
SPUX, 一 Xo| > e)<o%, 
n=1 
此 即 
lim Xn = Xo, com. 
定理 证 毕 . 


推论 1.1 若 {Xn,n > 1} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 则 {Xn} 完全 收敛 
的 充分 必要 条 件 是 : {Xn}a.s. 收 伊 . 


附注 1.2 本 节 讨 论 的 五 种 收敛 性 , 都 是 对 实 值 随机 变量 而 言 . 其 实 对 取 值 
于 可 分 的 Banach 空间 (B,j|.|) 的 随机 元 而 言 , 亦 可 类 似 地 定义 这 五 种 收敛 性 ， 
并 有 类 似 的 结果 , 只 不 过 把 绝对 值 (及 中 的 范 数 ) 代 之 以 B 中 的 范 数 | .| 小, 把 
Lebesgue 积分 代 之 以 Bochner 积分 而 已 . 读者 可 作为 习题 给 出 这 五 种 收敛 性 的 
定义 , 并 讨论 它们 之 间 的 关系 . 

82 ” 几 个 不 等 式 
在 这 一 节 中 , 我 们 将 把 概率 论 中 常用 的 不 等 式 综合 论述 之 . 
引 理 2.1 设 ab 为 非 负 实数 , a,B 为 正 实 数 且 w+B=1 则 
axb < aa 十 Bb. (2.1) 
证 当 ab=0 时 , (2.1) 式 显 然 成 立 . 而 当 o > 0 > 0 时 , 令 
pt) =ats +Bt$ (> 0)， 


对 p(t) 求 导数 得 
p(t) =t3-1 ti! 人 > 0). 
解 p'(t) = 0(t > 0), 得 t=1. 由 = > 13 > 1 可知 g(t) > 0(vt > 0). 所 
以 p(t) 在 t= 1 达 最 小 值 , 即 是 


ott + Bt = y(t) > 9(1)=at+8=1(vt> 0). 


82 ” 几 个 不 等 式 “ 67. 
apB 
在 上 式 中 令 t= (了 得 


(ra 人 

乘 axJ2 于 上 式 两 边 并 注意 a + 6 = 1 即 得 (2.1). 引 理 证 毕 . 

在 本 节 中 , 恒 设 (Q, 多 , P) 为 完备 概率 空间 , X,Y, Xo, Xi1, X2,… 为 上 的 
实 值 随机 变量 . 

定理 2.1 (Chebyshev 不 等 式 ) 设 瓦 (X2) < oo, 则 对 任何 常数 a > 0, 恒 
有 

P(IX — E(X)| > aVvartX)) < 广 . (2.2) 

证 用 方差 之 定义 立即 可 证 此 不 等 式 . 

定理 2.2 设 g:R,，Ry, 且 ge 名 (R)/B(R,). 约定 7 = oo, 其 中 a 是 
正 实数 ， 5 过 于 


(1) 如 果 g 是 偶 函 数 而 且 在 Rj 上 单调 非 降 , 则 对 任何 非 负 实数 a > 0, 都 
有 
E(g(X)) — g(a) E(g(X)). 
i (2.3) 
(2) 如 果 9 在 R 上 单调 非 降 , 则 (2.3) 中 间 那 一 项 替换 为 P(X > oa) 后 仍然 
成 立 , 这 时 a e R. 


证 (1) 令 4= {|X|>a), 则 由 


BCO)= | sap + | gaP (2 
和 
g(a) P(A) < | g(X)dP < (supg(X))P(A), (2.5) 
0< / g(X)dP < g(a), (2.6) 
一 4 

可 得 

g(a) P(A) < E(g(X)) < (supg(X)) P(A) 十 g(a)， (2.7) 
(2) 仿 (1) 可 证 (2) 也 成 立 . 


特例 1 当 g(x) =e”*, 其 中 7 > 0 是 常数 , 用 结论 (2), 对 一 任何 ae 及, 有 
E(e'*) 一 era 


a < P(X >a) <e "BE(e'*). (2.8) 
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特例 2 取 9(z) = |z|", 其 中 > > 0 是 常数 , 用 结论 (1), 对 任何 wo > 0 有 
五 (| 全 | 一 o7 
sup |X|" 
(2.9) 式 右边 的 不 等 式 称 为 Markov 不 等 式 , 而 当 7 = 2, E(X) = 0 时 , (2.9) 式 右 
边 的 不 等 式 就 是 Chebyshev 不 等 式 . 
定理 2.3 (Hailder 不 等 式 ) 设 p> 1 十 - =1,E(X|?) < oo%, E(|Y|) < 


co, 则 


< P(X|>0) < (2.9) 


E(|XY|) < %, (2.10) 
而 且 对 任何 Be. 多 有 : 


上 IxXYldP < ( 上 xpap) ( 上 ap) (2.11) 


证 若 |X(w)| < Cole ， 则 |X(w)Y()I<IY (0); 奉 |X(w)| > (ww)| 呈 >， 
则 |X(w)Y(w)|<IX() TT = |X(w)|P. 总 之 , 由 E(IX|P) < oo 和 E(|Yl) < oo 
得 知 E(|XY|) < oc. 


现在 证 明 不 等 式 (2.11). 若 X 和 了 至 少 有 一 个 在 B 上 as. 为 0, 则 (2.11) 
显然 成 立 . 所 以 不 失 普遍 性 可 设 


/ [XlPdP > 0, / zleap> 0. 
B B 
Dp 
ac- 8-1, a- 
了 q IxpPaP 
B 


则 由 (2.1) 知 : 对 每 个 we B, 总 有 
|(X(w)Y (w)| 


(Lire) (Lar) 


KOPF ,YO 
pf xrap af IYhap 
B B 


把 (2.12) 两 边 在 B 上 积分 并 注意 十 - = 1 即 得 (2.11). 定理 证 毕 . 
附注 2.1 当 p=Y= 2 时 , (2.11) 称 为 Schwartz 不 等 式 . 


IY (w)l? 


/ [zledaP 
B 


(2.12) 
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推论 2.1 当 1<pi< pa 时 ， 


We (2.13) 


证 在 (2.11) 中 令 久 =|X 一 Xol?,p= Y= 1,B 二 9, 则 有 
1 


Ppl 
/ |Xn — XolPdP < (/ | xol=dP】 ss 
0 全 


所 以 (2.13) 成 立 . 
推论 2.2 若 对 某 个 p> 1 有 


OO 
>》 Xs 尺 0， L; 


n=1 


1 
而 且 (Yl) < co, 工 + 工 一 1 则 
p ga 
Oo 
SY 2 (2.14) 
n=1 


证 由 (2.11), 对 每 个 k>1 都 有 
k 
>》 XnY — XoY 


上 n=1 
p 站 i 
P| ( 上 YheaP ) . 
0 


k 
< > 
<([B 
在 上 式 中 令 太 一 oo 即 得 (2.14). 

定理 2.4 (Minkowski 不 等 式 ) 设 对 某 个 p > 1,E(|X|?) < o%,E(|Y|?) < 
oo, 则 巨 (| 久 十 YP) < oo, 而 且 对 任何 Be 多 ,有 


aP 














i 1 
Pp 


(/ x+Ypap)” < LU/ xpaP) 量 (/ YeaP ) (2.15) 


证 E(|X+Y|l?) < oo 的 证 明 仿 定理 2.3. 下 面 证 明 (2.15). 当 p= 1, (2.15) 
显然 成 立 . 当 p > 1 时 , 有 


IX+YlPdP < / [XI|X +Yl?-1dP + 上 IYI|X + YI?-14dP. (2.16) 
B B B 
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应 用 (2.11) 于 (2.16) 右 端 的 两 个 积分 ( 取 9 = 2 于 是 - ++=1) 得 


上 IX+YhPaP < ( 上 xpap) ( | |X + YPaP) 
( 上 rap)” ( 上 [区 二 rrap) .2.17) 


若 [|X+Yl?dP = 0 则 (2.15) 显然 成 立 . 反之 ,用 ([5 |X+YlPdP)? 除 (2.17) 
的 两 边 , 并 注意 1 - - a 即 得 (2.15). 定理 证 毕 . 


~ ew] 


定理 2.5 (Lévy 不 等 式 ) 设 {Xk} 为 独立 随机 变量 列 , 5% = 和 Xk, (Sn) 
k=1 
表 8， 的 中 位 数 , 则 对 任意 < > 0 有 : 
CD P( Rs ~ plSe ~ 9) 2 6) <2P(os > 9 
(2)P (Rex — J(Sk — Sn)| 之 = < 2P(|S,| > e). 
证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 或 参见 [90] p.260. 


推论 2.3 设 {Xk} 是 数学 期 望 为 0 方差 有 限 的 独立 随机 变量 列 ，Sn = 
》 Xk, 则 对 任意 e > 0, 有 
k=1 


P (pe Sk 之 = < 2P(Sn, > e — V2var(Sn,)). 
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在 $1 中 , 我 们 讨论 了 五 种 收敛 性 , 它们 都 是 关于 (点 ) 函数 列 的 收敛 性 . 在 
第 3 节 , 我 们 将 要 研究 测度 ( 集 函 数 ) 列 的 收敛 性 . 

在 这 一 节 中 , 我 们 采用 第 一 章 第 3 节 的 符号 . 设 (B,p) 是 一 个 距离 空间 , 多 
是 由 距离 p 所 产生 的 拓扑 (全 体 开 集 所 成 之 集合 系 ), 多 = 号 (五 ) = o(9) 是 由 多 
所 产生 的 o 代数 , 称 之 为 Borel o 代数 , 多 (B) 中 每 个 集合 B 都 称 为 Borel 集 . 
于 是 得 到 一 个 Borel 可 测 距 离 空间 (B, 多 (B),p). 再 令 C6(B) 为 定义 在 B 上 的 
全 体 有 界 连续 实 值 函 数 .C6,(B) 为 C0,(B) 中 全 体 一 致 连续 函数 . 


定义 3.1 设 {P 中 , 忆 ,…} 是 铬 (B) 上 的 一 列 概率 测度 , 如 果 对 任意 f E 
CB), 都 有 


im 上 fdP, = 上 fdP, (3.1) 
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则 称 {Pm > 1} 弱 收 全 到 P, 记 之 为 
lim 忆 = 忆 ww， 或 卫 全 忆 


定理 3.1 设 忆 是 (B, 络 (B),p) 中 任 一 闭 集 . 对 任何 e > 0, 都 存在 f。 E 
05(B), 使 0< f(z) 和 1(Yze 万 )， 而 且 


1, 当 z EF 
E = : ， 3.2 
当 p(z, F) 之 5， 


其 中 p(x, 下 ) = inffpolz, 轨 :yeEE 为 zZ 到 下 的 距离 . f。 可 取 成 一 致 连 续 的 . 


证 令 
1, 当 t < 0， 
p(t)= 1-t, 当 0<t<1, (3.3) 
0， 当 1 忒 韦 
1 
Po = (ple, F)), (8 


则 fc 即 为 所 求 . 
定理 3.1 说 明 1r 可 以 用 一 致 连续 的 有 界 函 数列 来 通 近 . 
定理 3.2 设 P 和 Q 都 是 (B, 多 (B),p) 上 的 概率 测度 ， 如 果 对 任何 f < 


Ci(B), 都 有 
/ fdP = / fdQ, (3.5) 
B B 


则 PP 和 Q@ 在 多 (B) 上 恒 等 . 

在 证 明定 理 3.2 以 前 , 先 证 明 

引 理 3.1 (B, 儿 (B),p) 上 的 任何 一 个 概率 测度 PP 都 是 正则 的 ， 即 是 对 任 
何 Borel 集 4e 多 (B), 任何 e > 0, 都 存在 闭 集 下 与 开 集 G, 使 下 C4CG, 且 
P(G—F)<Ee. 

证 令 为 具有 引 理 3.1 中 的 性 质 的 Borel 集合 的 全 体 . 设 4 是 闭 集 , 取 
玉 = 4,G5 = {Zz € B :p(x,4) < 5), 则 开 集 Gs 当 6 140 时 单调 下 降 到 4. 这 说 
明 任 何 闭 集 均 属于 员 . 若 还 能 证 明 听 是 一 个 o 代数 , 则 引 理 3.1 获 证 . 事实 上 ， 
任 取 {4n} Cc 9%, 取 闭 集 列 {i} 和 开 集 列 {Gn} 使 


FCAnCGn, PGn—F) <e/2"t! (vn > 1). 
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再 取 开 集 G = U Gn 和 闭 集 下 = U ,使 
n 之 1 


n<no 


? (Um-e) < rc Uc le 


n>1 n 之 1 n 之 1 
且 P(G -下 ) < e. 这 说 明 mm 中 的 集合 对 可 数 并 运算 是 封闭 的 . 显然 名 中 的 集 
合 对 补 的 运算 也 是 封闭 的 . 所 以 骂 是 一 个 o 代数 . 引 理 证 毕 . 
附注 3.1 对 全 空间 上 测度 值 有 限 之 测度 , 引 理 亦 成 立 . 


下 面 用 引 理 3.1 来 证 明定 理 3.2. 
设 焉 是 互 中 的 闭 集 , yp 如 (3.3) 中 所 定义 . 再 令 


pult) = plut), (3.6) 
fu(7) = pulp(7z, F)). (3.7) 
则 {fu} Cc C5(B),|fu| <1, 且 lim fu(z) = 1r(z). 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 和 
(3.5) 得 
a (3.5) 1: | 
P(p) = Jim, | fap Jim fud0 = Q(F) 

这 说 明 P 和 8 在 Q 中 一 切 闭 集 均 相等 . 再 用 引 理 3.1 知 PP 和 Q@ 在 多 (B) 上 
恒 等 . 定理 证 毕 . 

推论 3.1 弱 收 和 证 的 极限 是 唯一 的 . 

定理 3.3 ( 弱 收敛 的 等 价 描述 ) 设 {P 呈 , 忆 ,…} 是 (B, 贸 (B),p) 上 的 一 
列 概率 测度 , 则 下 列 五 种 陈述 等 价 : 

(1) P, 全 P; 

(2) im [pfaPn = fpfaP (Vf e CoulB)); 

(3) lim sup Pa(F) < P(F) (对 一 切 闭 集 五 ); 

(4) liminf PP(G) > P(G) (对 一 切 开 集 G); 

(5) lm Pa(4) = P(4) (对 一 切 P 连续 集 4). 
所 谓 4 是 PP 连续 集 , 意 即 P(A4°) = P(4) = P(A), 其 中 4e 是 4 之 开 核 ,各 是 
A 之 闭 包 . 

证 我 们 证 明 此 定理 的 逻辑 思路 是 

(1) 冤 (2) > 对 (4); (3) > (1). 


(5) 
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(1) 过 (2) 是 显然 的 . 

(2) 二 (3). 设 (2) 成 立 , 而 且 F 是 闭 集 . 任 给 5 > 0, 选 足够 小 的 es 及 
Ge = {TE€ B;p(z,F) <e), 使 P(Ge) < P(F)+6. 由 于 {Ge,e >0} 当 e140 时 
单调 下 降 到 F, 所 以 若 fe 由 (3.4) 所 定义 , 则 有 : fe 在 B 上 一 致 连续 , fe(z) = 
1(vr € F), f(z) = 0(vr € G°) 且 0 < fe < 1. 由 于 (2) 成立 , 所 以 


im 人 fa 上 人 fdP. (3.8) 

又 因为 
P,(F) = 上 fdP, < | fdP,, (3.9) 
) fdP = A fdP < P(G.) < P(F)+ (3.10) 


由 (3.8)~(3.10) 得 
lim sup Pi(F) 和 lim / fedP, 
n—00 no%JB 
@]| fedP < P(F)+5. (3.11) 
B 


由 于 5 > 0 可 以 任意 小 , 所 以 由 (3.11) 可 知 (3) 成 立 . 
(3) 全 (1). 设 (3) 成 立 . 任 取 六 es 0s(B). 我 们 首先 证 明 : 


limsup 上 pams | faP. (3.12) 
n 一 co JB B 
不 失 普 遍 性 可 设 0 < f(x) < 1(Yz e B). (否则 , 若 f =0， (3.12) 显然 成 
立 ; 若 到 些 sup |f (2)| > 0, 定义 / 的 线性 变换 了 s 有 51 + 了 3 2 取代 f.) 
暂时 固定 正 整数 k, 令 闭 集 
n= {eB:/()> i) i=0,1,... ,k. 
因为 0<f<1, 所 以 


k 


. ; k . 。 
i—1 1 一 工 ? ? ?一 工 2 
a | 所》 二 < = | 
> ,一 P( <1< 则 < 人 ras it 1< 引 (3.13) 


4 一 1 








若 注意 而 = Q, 所 = 2 则 可 知 (3.13) 右 端 等 于 


k . 
DIP(Fi) — 己 ( 万 )] = 大 二 PC) (3.14) 


i=1 
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仿 之 , (3.13) 左 端的 和 等 于 


1 k 
> P(F,). (3.15) 
由 (3.13) 一 (3.15) 得 
= SPE, < / faP < i+ 入 PR (3.16) 
i=1 “Js sk i=1 l 


注意 : 在 (3.16) 的 推导 中 并 不 要 求 两 个 不 等 式 中 的 概率 测度 都 是 一 样 的 P. 实 
际 上 下 述 两 个 不 等 式 亦 成 立 : 


十 人 dP (3.17) 


在 (3.17) 中 令 一 co 即 得 (3.12). 
应 用 (3.12) 于 -/ 得 


全 / fdP, > / fap (vf e Cs(B)). (3.18) 
NO0O B 


由 (3.12), (3.18) 得 已 = P. 
(3) 今 (4). 由 开 集 之 补 集 是 闭 集 立 即 可 得 . 
(3) 人 之 (5). 设 (3) 成 立 , 从 而 (4) 亦 成 立 . 对 任何 A e 多 (B), 恒 有 


P(A) > limsup P(4) > lim sup 已 (4) 
侯 一 OOD 九 一 OO 
> liminf P,(4) > liminf P,(A°) > P(A°). (3.19) 
也 一 CD NO0 


车 4 是 P 连续 集 , 即 是 4 的 边界 84 和 尘世 -Ah? 的 忆 测 度 P(84) = 0, 所 以 
P(4) = P(A°), 由 (3.19) 和 (5) 成 立 . 

(5) 之 (3). 设 (5) 成 立 ， 对 任何 闭 集 Ff, 边界 sfz eQ :p(xz,F) 入 5 含 
于 {zx € B: p(x, 也) = 人). 这 些 边界 对 不 同 的 56 是 两 两 不 交 的 , 所 以 至 多 只 有 可 
数 多 个 具有 PP 正 测度 , 所 以 存在 一 列 趋 于 0 的 正 数 wx 410, 使 所 空 {zen: 
p(T, 耻 ) < 64} 是 PP 连续 集 (Vk > 1). 由 于 (5) 成 立 , 所 以 


limsup PB.(F) < lim P(Fx) = P(Fx) (vk > 1). 
nNn—00 N00 
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由 F 是 闭 集 , 所 以 及 上 FF. 在 上 式 中 令 一 co 即 得 (3). 定理 证 毕 . 

下 面 我 们 介绍 随机 元 列 {X%,n > 1} 的 依 分 布 收敛 性 . 

设 (B, 多 (B),p) 仍 是 前 面 的 可 测 距离 空间 ，(Q, 多 , P) 是 完备 概率 空间 ， 
{X, Xn,n 之 1} 是 其 上 的 B 值 随机 元 列 . 

定义 3.2 称 B 值 随机 元 列 {Xn,n 之 1} 依 分 布 收 剑 到 B 值 随机 元 XX 记 
之 为 

im Xn 一 Xd.， 或 Xn 2 
如 果 Xi 的 忆 分 布 Po 氏 -! 弱 收 敛 到 外 的 局 分 布 , 即 
PoX-! > PoX-l. 


注意 : PoeXzlPoX-l 都 是 B(B) 上 的 概率 测度 . 

定义 3.3 称 集合 A € 贸 (B) 是 B 值 随机 元 XX 的 连续 集 , 如 果 P(X e 
0A)=0. 

类 似 于 定理 3.1, 关于 B 值 随机 元 列 的 依 分 布 收 化 有 下 面 的 

定理 3.4 设 {XX,Xn,n > 1} 是 (Q, 多 ,P) 上 一 列 B 值 随机 元 , 则 下 列 陈 
述 等 价 : 

(人 二 

2) lim E(f(Xn)) = E(f(X)) (vf € Cen(B)); 

(3) lim sup P(Xn € F) < P(X € F) (对 一 切 闭 集 FF); 

(4) liminf P(Xn € G) > P(X € G) (对 一 切 开 集 G); 

(5) lim P(Xn € 4) = P(X € A) (对 一 切 瑟 连续 集 4). 

证 由 定理 3.3 及 随机 元 列 依 分 布 收敛 的 定义 即 可 得 定理 3.4. 

附注 3.2 设 {Xn,n > 1} 是 一 列 B 值 随机 元 , Q 是 多 (B) 上 的 一 个 概率 
测度 , 当 X 的 分 布 Po Xi! 弱 收 和 敛 到 Q, 即 Po Xi! 二 Q, 我 们 有 时 亦 说 
{Xn} 依 分布 收 敛 到 Q, 记 作 

> 

一 个 重要 的 特例 是 B = RN, 这 时 号 (RN) 是 RN 中 的 Borel 集 全 体 ， 
而 p(x,y) = Ew) 是 N 维 欧 氏 距 离 , 其 中 z = (zi1,:… ,ZN),y = 
(y1,… ,YN). 而 B 值 随机 元 就 是 坐标 为 实 值 的 N 维 随机 疝 量 X= (X1,…, XN)， 
它 具 有 联合 分 布 函数 F(z1,… ,zN) 时 P(X1 < zi ,XN < zN), 这 是 一 个 标 
准 的 (L-S)w 函数 , 它 产生 (L-S)w 测度 jp. 
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设 {X= (XM,… ,XY),n > 1} 是 一 列 RN 值 随机 元 , 它 有 相应 的 一 
列 联合 分 布 滑 数 


正人 (zl ,TN) = P(X < T1…， De 和 ZN) (nz1), 


和 相应 的 一 列 (L-S)w 测度 

{Fw ,n> 1}. 
我 们 亦 可 讨论 {jaow,n > 1} 的 弱 收敛 和 {关中 ,n > 1} 的 依 分 布 收 敛 , 自然 有 
定理 3.3 和 3.4 的 特例 形式 的 相应 的 结果 . 


附注 3.3 定义 3.1 中 定义 的 弱 收 敛 性 是 对 概率 测度 来 说 的 .事实 上 , 者 
令 M 是 多 (B) 上 的 有 限 测度 jy ( 即 u(B) < co) 的 全 体 , 在 M 内 的 测度 列 
{jn;n 之 1} 亦 可 完全 类 似 地 定义 弱 收 敛 , 而 且 亦 有 类 似 的 定理 3.2, 定理 3.3 和 
推论 3.1. 例如 

定理 3.3′ 设 {Jn,n 之 1}C M, 则 下 列 陈述 等 价 : 

Lin 一 > (定义 为 [6 fdpn 一 [Bp fdp,vf € 0); 

(2) [B fadumn 人 [Bp far (vf € Cpu); 

(3) pn(B) — p(B) 且 lim sup pn(F) < (FF) (对 一 切 闭 集 五 ); 

(4) un(B) 一 1(B) 且 limi in Hpn(G) > 1(G) (对 一 切 开 集 G); 

(5) lim pn(A) = p(4), (对 - 一 切 /连续 集 A). 

推论 3.1 设 { v, Ln, nN 之 1} CM, pn = > Vv, 则 H 与 v 在 B(B) 
上 恒 等 . 
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如 83 一 样 , 令 (B, 多 (B),p) 为 可 测 距 离 空间 , 多 (B) 是 B 中 全 体 Borel 
集 , p 是 B 上 的 距离 . C,(B) 为 定义 在 B 上 的 全 体 有 界 连 续 的 实 值 函数 , 简 
记 Co( 互 ) 为 Co Co 是 Cs 中 的 具有 有 界 支撑 的 函数 的 全 体 ,，Cok 是 Cs 中 具 
有 紧 支 撑 的 函数 的 全 体 . ( 实 值 函数 j 的 支撑 定义 为 suppj 空 蘑 关 07.) 简 记 
多 (B) = 多 , 而 令 多 , 为 多 中 有 界 集 全 体 , Bi 为 多 中 相对 紧 集 全 体 . 于 是 有 
BC WoC %, 
人 CO C Cp,b C Op. 


再 令 Mi 是 定义 在 多 上 而 在 上 有 限 的 测度 的 全 体 ; Ms 是 定义 在 多 上 而 在 
多 上 有 限 的 测度 的 全 体 , M 是 定义 在 多 上 的 有 限 测度 的 全 体 , 于 是 有 : 


Mr DO AM DAI. 
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定义 4.1 设 {Wn,n 之 1}C Ms, 若 
im 上 人 fdjm = 上 人 fdp, (Vf € Obs), (4.1) 
则 称 {jn} 局 部 弱 收 和 敛 到 j, 记 作 
Him Wn = LL, lw., 


或 jm 地. 
设 {1 An 之 1} C jdk， 车 


im 人 7am = fap, fe Con (4.2) 
则 称 {pon} 淡 收 化 到 j 记 作 
lim jm = jp, Y., 


或 Ln > 

由 Mx DD Mp DD M 及 Obk C Obb CC 可 知 : 当 {ppmnn>1}CM 时 ， 
pn SP pn SS pn pp. 

定理 4.1 (局 部 弱 收敛 的 等 价 描述 ) 设 {jprn,n > 1} C Mo 则 下 列 陈述 
等 价 : 

(1) pn /AN 

(2) 对 任何 有 界 闭 集 F, 有 


lim sup pn(F) & np(F), (4.3) 
对 任何 有 界 开 集 G, 有 
lim inf pn(G) > 1(G); (4.4) 


(3) 对 任何 有 界 jy 连续 集 4, 有 
im pn(A) = p(A4). (4.5) 


证 (1) =S (2). 设 (1) 成 立 , F 是 任 一 有 界 闭 集 . 取 y(t) 如 (3.3) 式 所 定义 ， 
再 取 


Gm = {ze B:p(nF) < (mm > 1), (4.6) 
fm(7) = p(mp(z, F)) (mz> 1), (4.7) 
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则 有 界 开 集 列 Gn | Ff es Co 且 
lr < fm < 1G,, (mm 之 1). (4.8) 
所 以 , 由 un 莒 py 和 (4.8) 式 知 
limsupun(F) 和 lim / fmdiin 
mn oo 一 oo JB 
= | fndn < nu(Gm) (4.9) 
B 
在 (4.9) 中 令 mm 一 oo 即 得 (4.3). 
再 设 G 是 任 一 有 界 开 集 , 取 已 f eB: p(s,G°)> 2 则 {P} 是 有 
界 闭 集 列 且 单调 上 升 到 G. 而 且 ze Ge 时 p(z) Fm) > 二 ,2 E Fn 时 p(z, Fm) = 
0. 所 以 若 取 p(t) 如 (3.3) 式 所 定义 , 并 取 
fm(7) = p(mp(z, Fm)), (4.10) 


则 有 
la> fm>1p,, fmECob (mz>1). (4.11) 


由 于 jn 他 ,所 以 由 (4.11) 有 

lim inf yn(G) > lim / fmdaln, 

nN—+ OO 了 一 OO B 

= | fndp > pAPn), (4.12) 
B 
在 (4.12) 中 令 mm 一 oo 即 得 (4.4). 
(2) 全 (3). 设 (2) 成 立 . 任 取 有 界 j 连续 集 4, 则 
H(A) = 4(A) > lim suppn(A) 
> lim inf pn(4 ) > 1(A4°) = 1(A), 

此 即 (3) 成 立 . 


(3) 盖 (1). 设 (3) 成 立 . 任 取 f e Cos 并 记 了 的 支撑 suppf = 了, 则 五 是 
有 界 闭 集 . 对 任意 。 > 0, 记 


F.={r€B:p(zr,F)<e)}, 
它 是 有 界 闭 集 . 显然 所 之 边界 8F. Cc {zx € B :p(z,F) = e}. 因此 当 el 62 
时 , 9F。, 与 6Fe, 不 相交 .所 以 对 任何 固定 的 。 > 0, 在 (0,s) 内 至 多 有 可 数 个 


6 € (0,e) 使 
nu(0Fs) > 0， 
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从 而 总 存在 so e (0,e), 使 (8F.,) = 0, 即 Fe 是 有 界 的 / 连续 集 . 

设 4 是 任意 一 个 / 连续 集 , 则 4 门 天。 是 有 界 /连续 集 . 若 令 Fr(B) = 
u(BN Feo), En(B) = pn(BFeo), 则 (A) = pn(4A 门 Feo) 一 有 4). 所 以 , 由 定理 
3.3 知 


bn, 一 玉 


seam = {fan = | fap= | fa 
此 即 ww Sp 定理 证 毕 . 
定理 4.2 (局 部 弱 收 敛 的 极限 的 唯一 性 ) 设 {wpsn > 1} Cc Mo, 且 


于 是 


mp pn (4.13) 
则 与 vv 在 贸 上 恒 等 . 
证 任 取 有 和 界 闭 集 F, 仿照 定理 4.1 中 证 明 “(3) 一 (1)” 的 办 法 , 必 存 在 有 


界 闭 集 列 {Fm,m > 1}, 使 每 个 , 既是 jv 连续 集 又 是 > 连续 集 , 而 且 Fm | FF 
( 当 m1Teo 时 ). 由 (4.13) 有 


v(Fm) im HUn(Em) 到 H(Fm). (4.14) 
在 (4.14) 中 令 m 一 oo 得 
v(F) = p(F) (对 任何 有 界 闭 集 下 )， (4.15) 


而 {vn} C M。, 用 引 理 3.1 和 (4.15) 式 知 : 对 任意 有 界 Borel 集 4， 有 
v(4) = J(4). 取 闭 球 列 Sn 1 多 , 则 对 任何 Be 多 , 有 v(B) = lim v(B5n) = 
im p(BSn) = p(B). 


下 面 简 单 地 介绍 一 下 淡 收 敛 . 
定义 4.2 设 {Wn,n 之 1} C Mex, 车 
im 上 ja = 上 fdy (vf € Cy), 
则 称 {jn} 淡 收 你 到 j, 记 之 为 
im Wn 二 KV 或 jn 二. (4.16) 


命题 4.1 若 (B, 多 (B),p) 是 局 部 紧 可 分 的 完备 的 距离 空间 ，{1 jn,n 之 
1} C Mo, 则 
mom (4.17) 
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证 因为 局 部 紧 可 分 的 完备 的 距离 空间 中 的 有 界 闭 集 都 是 紧 集 (参见 [5] 


P.8), 所 以 命题 4.1 成 立 . 


定理 4.3 设 ( 互 , 史 (B),p) 是 局 部 紧 的 可 分 的 完备 的 距离 空间 ,ff Jon,n > 


1} C M, 则 下 列 陈述 等 价 : 
(1) pn 之 1 
(2) pn(B) = 1(B) EB pn Sp; 
(3) un(B) 一 p(B) 且 pn 一 > 1/. 


证 (1) 全 (2) 一 (3) 显然 成 立 , 再 注意 命题 4.1, 为 证 定理 4.3， 只 需 证 明 


(2) 全 (1). 


任 给 s > 0, 由 于 j(B) < eco, 所 以 由 [4] 和 第 一 章 定理 1.4 (关于 胎 紧 的 命 
题 ) 知 : 存在 紧 集 K, 使 K 之 补 集 的 测度 jy(K°) < . 仿 定理 4.1 的 (3) = (1) 
的 证 明 的 方法 , 可 以 找到 包含 K 的 有 界 闭 集 所 ,, 使 (8F:,) = 0. 所 以 , 由 


bp 

知 
Hn(Feo) 一 Hp(Feo). 
而 
im Hn(B)= 1(B) < %, np(Fe) < 6， 
所 以 存在 正 整 数 no, 使 
Ln(Fe) < 2e(Vn > no). 
任 取 fe Co 不 妨 设 |f| < 4 (4 为 一 正 实数 ). 令 
Fn(B)= pn(Feof\B), B(B)= py(Feof)B), YB € BZ(B). 

易 证 

厂 = A. 


所 以 当 n > mo 时 


fsa san 
上 Ta 人 ih 人 ,fap — 上 人 


] samn — {fonl + a4e. 


< ES 

















(4.18) 


(4.19) 


(4.20) 


(4.21) 


(4.22) 


由 元 , = 五 及 6 > 0 可 任意 小 , 在 (4.22) 中 先 令 n 一 oo 再 令 se 一 0 可 知 


Wn 他 多 定理 4.3 得 证 . 
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附注 4.1 纶 收敛 、 局 部 弱 收 敛 和 淡 收 敛 是 三 个 不 同 的 概念 . 


例 4.1 取 B= {1,2,3,…), 在 B 中 定义 距离 p(i,7j) = 56%;=0 或 1 当 
i 关 j 或 i=j.B 中 之 拓扑 为 离散 拓扑 , 即 B 中 任 一 子 集 既 是 开 集 又 是 闭 集 . 显 
然 B 中 的 子 集 K 是 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 : K 是 有 限 集 . 又 diam(B) = 1, 所 以 
(B,p) 是 有 界 距 离 空间 , 故 多 (B) 上 的 测度 列 的 弱 收 敛 与 局 部 弱 收 敛 的 概念 是 一 
致 的 , 但 局 部 弱 收 敛 的 概念 与 淡 收 敛 的 概念 是 不 一 致 的 . 例如 , 取 jn({i}) = 6ni， 
取 ({ 让 ) = 0. 任 取 紧 集 K, K 必 为 有 限 集 , 且 是 j 连续 集 , 故 im un(K)=0= 
LA(K), 从 而 pm 站 人 但 召 是 由 的 有 界 连续 集 , 而 lim jn(B)=1#0= p(B)， 
这 说 明 {jn} 不 局 部 弱 收 敛 到 y. 

例 4.2 取 B=R,p 是 R 中 的 欧 氏 距离 . 令 nll) = = 1,Wn(R— {n}) = 
0, = 0, 则 对 任何 有 界 集 4, 有 jn(4) 一 0= (4), 故 pn 过 4. 但 im pn(R) 
= 二 1 关 0=4(B), 所 以 {jn} 不 弱 收 敛 于 4. 
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在 第 3 节 和 第 4 节 中 , 我 们 研究 了 一 般 的 距离 空间 中 的 测度 列 的 弱 收 敛 、 局 
部 弱 收 敛 和 淡 收 敛 及 它们 的 关系 . 现在 我 们 把 距离 空间 (B, 多 (B),p) 特殊 化 为 
(RN, 有 (RN),pw), 其 中 pw 为 RN 中 的 欧 氏 距离 , 即 是 对 任何 z = (x1,… ,ZN) 
E RN,y = (y1,… ,YN) € RN, 定义 


pN (2， y) 一 人 这 >》 (zi 一 2i)2 


众所周知 (RN , B(RN), pn) ee s 间 . 所 以 , 由 命题 
4.1, 在 欧 氏 空间 的 特殊 场合 , 淡 收敛 可 以 不 必 讨 论 只 讨论 弱 收 敛 与 局 部 弱 
收敛 . 沿用 第 一 章 $4 的 符号 . 


定义 5.1 设 F(z) 和 F(z) 都 是 测度 有 界 的 (L-S)1 函数 (定义 见 第 一 章 定 

义 4.1) (n > 1). 如 果 对 下 (z) 的 任 一 连续 点 zo ( 即 F(xo 十 0) 一 F(zo 一 0) =0) 
都 有 

im Fn(zo) = F(z0), (5.1) 


则 称 {F(z),n 之 1} 局 部 弱 收 敛 到 政 (x), 记 作 
im Fn(z) = F(z)，Iw.， 或 Fn(z) 了 F(z), 或 上 司 


如 果 五 上 FF 且 到 (00) 忆 下 (00), (00) 一 下 (一 00), 则 称 {F(z),n 1 能 
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收敛 到 所 (z), 记 作 
im Fn(7) = F(z), w., 或 所 (TZ) 一 F(z), 或 下 一 下 


C(F) 表示 F(x) 的 全 部 连续 点 集 . 


命题 5.1 (1) 若 {F(z), 本 (om > 1} 是 测度 有 界 的 (L-S)1 函数 列 ， 且 
本 (7Z) 上 疙 F(z) (相应 地 ,局 (ZT) 下 > 下 (z)), 则 {(z), Fa(z)n > 1} 的 对 应 的 


(L-S)1 测度 列 {jp, AF,n > 二 满足 UP = jp (相应 地 ,pm 二 pF). 
(2) 车 {jpnyn 之 1} C Mpn 滞  ( 相 应 地 ,jn -号 站, 则 存在 测度 有 界 的 
(L-S)1 函数 列 {F(z), F(z),n 之 1}, 使 
WH=HF, pn= HF (n>1), 
且 本 (Zz) > F(z) (相应 地 , Fn(z) 一 > F(z)). 


证 (1) 若 {F(z), Fn (2),n 之 1} 是 测度 有 和 界 的 (L-S)1 函数 列 ， 令 {WF, WF, 
n > 1} 为 其 相应 的 (L-S); 测度 , 则 {uryphpsm>zIcM. 由 及 过 下 知 : 对 
Hp 的 任何 连续 区 间 (ab,a 和 都 是 F(x) 的 连续 点 , 所 以 


AP((o) = Fn(b) — Fn(a) = F(b) — Fla) = pr((a, 0b)). 
由 此 易 证 : 对 yp 的 任何 有 界 连续 集 4, 都 有 
WF,(A) = pF(A). 


所 以 pp, 2 pF. 


仿 之 可 证 : 当 ,一 时 ,有 js, 二 Lr. 
(2) 车 {jp,pn,n>1}cM, 令 


x((0,z])， 当 z> 0， 
F(z)= $4 0, 当 z= 0， 
一 人 (2Z， 0])， 当 2Z < 0. 
(xz) 亦 仿 上 定义 (用 jn 取代 内, 则 {F(z), Fn(z),n > 1} 即 为 所 求 . 
定理 5.1 设 {j,jn,n 之 1} 是 多 (R*) 上 的 一 列 测度 , 且 j(I1) < o0,pn(1) < 
oo (Vn 之 1,TE ZN). 车 对 每 个 连续 区 间 也 都 有 jn(T) 一 p(T), 则 


An => HK. 
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证 对 每 个 开 集 G, 均 可 表 为 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 区 间 之 并 , 而 每 个 区 间 
又 可 表 为 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 y 连续 区 间 之 并 . 所 以 


G= (JE, 


i>1 


{I} 是 两 两 不 交 的 j 连续 区 间 列 . 所 以 


k k 
4(G) = dim Hn (U a = Jim lim jn, (U a < lim inf yn(G). 

对 每 个 有 界 闭 集 F, 必 存 在 区 间 Te fw, 使 ?DF 且 I 是 jpi,p2,… 的 
连续 区 间 . 所 以 


p(D) = lim, tn(D) = lim pn(1) = (T°), 
而 T° 一 下 是 开 集 , 所 以 
nu(I?—F)< im inf yn(1° — F'). 


因此 ， 
J(F) > lim suplun(T°) — a(T° — F)] > lim sup pn(F). 


所 以 由 定理 4.1 知 /mr 2 


定理 5.2 设 {Wn,n 之 1} 如 定理 5.1, 则 下 述 陈述 等 价 : 

(1) 对 每 个 j 连续 区 间 Te IJN, 有 jn(T) 一 AD; 

(2) Hn 池 1 

(3) 对 任何 开 集 G,A(G) < lim inf jn(G); 对 任何 有 界 闭 集 Fj(F) > 
im sup pn(F); 

(4) 对 任何 j。 有 界 连 续集 A, jn(A) 一 1(4) 

证 由 定理 4.1 和 定理 5.1 即 得 定理 5.2. 

定理 5.3 设 {jun,n 之 1} 是 名 (RN) 上 的 一 列 测度 , 且 (RAY ) < oo， 
Ln(RN) < oo(Yn > 1), 则 下 述 陈 述 等 价 : 

(1) 对 每 个 j 连续 区 间 Te .YUv 有 Ma) 一 AD 且 押 (RS ) 一 AR ); 

(2) pn Sp, EL pn(RN) — p(BRN) 

(3) un = 


证 由 定理 4.3 和 定理 5.2 即 得 定理 5.3. 
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定义 5.2 设 儿 是 多 (RN) 上 的 一 个 测度 , 记 


2 2 。 
四 -os 呈 
nu({xERN:zxzi=a})>0 
cU) = R— D(A). 
注意 : {z E RN :zi 一 a} 是 RN 空间 中 的 N 一 1 维 超 平面 . 
如 果 Te .fy 是 一 个 NN 维 区 间 , 而 且 它 的 每 一 个 顶点 的 每 一 个 坐标 都 在 及 
中 某 子 集 D 中 , 则 称 了 是 一 个 D 区 间 . 
显然 , 若 / 是 多 (RN) 上 的 一 个 测度 , 每 个 C(j) 区 间 必 是 j 的 连续 区 间 . 
当 人 /在 .Ar 有限 时, C(n) 是 及 中 的 处 处 稠密 子 集 . 
定义 5.3 设 刀 是 及 中 的 稠密 子 集 , 风 是 定义 在 .IJN 中 的 一 切 D 区 间 上 
的 集合 函数 , 满足 : 
(1) up(@)=0 且 0<yh(1)<o (对 一 切 D 区 间 ); 
(2) 4 在 全 体 D 区 间 上 有 有 限 可 加 性 , 则 称 J 是 DN 次 测度 . 
定理 5.4 设 DD 是 RR 中 稠密 子 集 , 1 是 Dy 次 测度 , 则 在 名 (RN) 上 存在 
唯一 一 个 测度 1*, 使 得 对 任意 D 区 间 了 和 区 间 Je Yn， 


(1) TCT nD pp (N); (5.2) 
(2) ro TpD zp (7). (5.3) 
称 ”为 的 伴随 测度 . 
证 任 取 了 = (a,b] € Yn, 定义 
1" (17) = ((a,b]) = lm (a, D1), (5.4) 
b’'4b 


其 中 (a',0 是 D 区 间 . 可 证 * 是 .gy 上 的 有 限 测度 . 
事实 上 人 满足 : 
(i) py’*(8)=0, 8 0<p(D) < (VI E An); 
(让 p* 在.Yrvr 有 有 限 可 加 性 ; 
(ii) 对 任何 a= (a1,… ,an),b= (b1,… ,bn), 任何 1<i<N, 有 


dim p (to 中 ) =0. 


由 上 述 三 性 质 易 证 yw* 在 .Ar 上 有 可 数 可 加 性 , 所 以 y* 是 Ar 上 的 一 个 有 限 测 
度 , 从 而 它 可 以 唯一 地 扩张 到 o(.Jy) = 多 (RN) 上 去 而 得 一 个 c 有 限 测度 , 记 
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此 扩张 后 的 测度 仍 为 jy*, 由 uw* 的 定义 可 验证 (5.2) 和 (5.3) 成 立 . 于 是 伴随 测 
度 的 存在 性 获 证 . 
若 还 有 另 一 个 伴随 测度 yi. 任 给 s > 0, 任 取 Je zy, 则 存在 J'e fy, 使 
(7T)° SIT, p(T p(T)—e. (5.5) 
再 取 D 区 间 了 工 使 
TE 
故 
1° (7) 关 AGO) > pi1(7). (5.6) 
由 (5.5) 和 (5.6) 得 : 
HW’ (J) ni(T)—e, 
由 e > 0 可 任意 小 知 
WD) p(T) (VJ € ZN). (5.7) 
由 yi 与 pi 地 位 的 对 称 性 得 
pi(T ZN (VJ Ee IN). (5.8) 


由 (5.7), (5.8) 得 y* = yi. 定理 证 毕 . 
定理 5.5 多 (RN) 上 的 在 .I 上 有 限 的 测度 列 {jn,n 之 1} 局 部 弱 收 敛 的 
充分 必要 条 件 是 : 存在 一 个 在 及 中 处 处 稠密 的 子 集 DD, 使 得 对 任何 D 区 间 了, 
都 有 
im pn(l) 存在 (为 有 限 实数 ). 


证 必要 性 . 若 jy 此 , 则 对 任何 c(j) 区 间 了 ( 它 必 是 的 连续 区 间 ), 有 
im pn 人 (D) = AD 存在 (为 有 限 数 ). 而 ec(m) 在 及 中 处 处 稠密 , 必要 性 得 证 . 
充分 性 . 在 D 区 间 上 造 一 个 集合 函数 5 如 下 : 


则 

(1) 0 < AD < co (I 是 任意 D 区 间 ); 

(2) 4 在 全 体 D 区 间 上 有 有 限 可 加 性 , 故 / 是 D 次 测度 . 由 定理 5.4 知 4 
有 唯一 的 一 个 伴随 测度 y.* 满足 (5.2) 及 (5.3) 式 . 往 证 


Wn = Hh. 


. 86 . 第 三 章 各 种 收敛 性 


事实 上 , 任 给 一 个 区 间 Te fw, 存在 一 列 D 区间 {4}, 使 PD JF, 了 > 
Ll=1,2,.), lim = 由 于 是 jy 的 伴随 测度 , 又 因为 PPD 1, 所 以 


人 (L) 2 p(Tt1). 


但 是 ri 是 D 区 间 , 所 以 
im pn(T+1) = p(t+1). 


而 Lyi DT 所 以 


jim pn(Ji+1) > lim sup pn(D). 
因此 
Ar) = mA (1) > lim sup pn(D). 
仿 之 可 证 
1 (1°) < liminf pn(D). 
如 果 了 是 jy* 的 连续 区 间 , 则 由 上 述 两 个 不 等 式 有 : 


im pn(T) = py (1). 


此 即 jv 他 性 . 定理 证 毕 . 


定理 5.6 设 {jm,n 之 1} 是 多 (RN) 上 的 测度 列 , 且 对 任何 Te ZN, {nn(7)， 
n 之 1} 有 界 G( 了 ), 则 {jn,n 之 1} 有 局 部 弱 收 敛 的 子 列 . (此 性 质 通 常 称 之 为 {jn} 
的 局 部 弱 紧 性 .) 


证 由 定理 5.5, 为 证 定理 5.6, 只 需 证 明 {jw} 中 有 一 个 子 列 , 它 在 一 切 D 
区 间 上 收敛 , 而 D 是 R 中 的 一 个 稠密 子 集 . 

取 D 为 有 理 数 集 , 则 D 区 间 总 共有 可 数 个 , 记 之 为 ,了 2,…. 

由 于 {jw(1),n > 1} 有 界 G(), 所 以 它 有 收敛 子 列 {jw1( 卫 ),n > 1}. 又 由 
于 {jni(12),n > 1} 有 界 G(I。), 所 以 它 又 有 收敛 子 列 {jnz(12),n 之 1},…， 
如 此 继续 下 去 ， 对 每 个 正 整 数 &, {jn,n > 1} 都 有 子 列 {jn,x,n 之 1}, 它 在 
厂 , 了 2,… ,了 上 均 收 敛 ， 取 {Lmn,n > 1}, 它 必 在 ,fz, 13,…: 上 均 收 敛 ， 即 
它 在 一 切 D 区 间 上 都 收敛 . 定理 证 毕 . 


推论 5.1 设 {jn,n 之 1} 满足 定理 5.6 中 一 切 条 件 , 若 它 不 局 部 弱 收 敛 , 则 
它 必 有 两 个 局 部 弱 收 敛 子 序列 ,它们 局 部 弱 收 敛 到 不 同 的 极限 ; 若 {jn,n 之 1} 
的 任 一 局 部 弱 收 敛 的 子 列 都 局 部 弱 收 剑 到 同一 极限 j, 则 {jwn,n > 1} 也 局 部 弱 
收敛 到 1/ 
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证 由 定理 5.6, {1n} 必 有 局 部 弱 收 敛 子 列 , 记 之 为 {jxyk Take 琶 
4. {jn} 抽 去 子 序列 {jvw.kp,k > 1} 后 所 剩 下 的 子 列 记 之 为 {jw'}. 车 {jn} 不 局 
部 弱 收 敛 , 则 {jww'} 不 局 部 弱 收 全 到 yu， 所 以 存在 一 个 六 连续 间 7 使 实数 列 
{jm (7 了 )} 不 收 伍 到 p(T), 因此 {jw(1)} 有 子 列 {jwi,k'( 了 )}, 使 


Jaws (D) —p(D|>e (Vk >1). (5.9) 
再 一 次 应 用 定理 5.6, 得 知 {jww} 有 局 部 弱 收敛 子 列 {ny,j > 1} 使 


lw 3 
Hk; = 一 > , (7 = 00). 


由 (5.9) 4 与 v 在 多 (RN) 上 是 不 能 恒 等 的 . 推论 5.1 证 毕 . 


定理 5.7 设 {jjJn,n>1} 是 多 (RN) 上 的 测度 列 且 HR ) < K, jn(R*) 
入 天 寻 个 岂 则 网罗 多 的 充分 必要 条 件 是 : 任 给 e > 0, 存在 正 整 数 no 及 区 
闻 J0 ev 使 得 


un(RN)— pn(T) <e (yn>noTDT0). (5.10) 


证 必要 性 . 任 给 。> 0, 对 而 言 ,存在 一 个 y 连续 区 间 有 e .ww, 使 任何 
区 间 了 2 Do 必 有 
uA(RN) —p(D) < (5.11) 


对 3 > 0, 又 存在 一 个 正 整数 no, 使 n> no 时 有 


Ian(RA) ~ p(RM)| < 二 lun(m) 一 AIo)| < 3 (5.12) 
所 以 , 当 n>no, 且 ID Xo 时 有 
un(R™) 一 pn 人 (TD) < pn(R”) 一 pn 人 (70) 
< |un(RN)—p(RN)|+ IA(RN)— plo)| 
+|u(10) — un(lo)| < <. 
充分 性 . 设 对 任何 es > 0, 存在 lo € .fy 及 正 整 数 no 使 (5.10) 成 立 . 不 妨 
令 ho 是 的 连续 区 间 , 且 |u(10) - AU(RN)| < s, 于 是 
lun (RN)— (RN)| < lun(RN) — pn(1o)| 


tlun(1o) — p(To)|+ |p(1o) 一 AR)| 
< 2e+|pn(1o)— p(To)| (Yn > no). 
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在 上 式 中 令 n 一 oo 并 注意 yn 池 得 : 
imsuplpn(R ) 一 AR) < 2¢. 
由 e > 0 可 以 任意 小 知 
Jim pn(R ) = p(B”) 
所 以 um 他 1/. 定理 证 毕 . 


附注 5.1 (1) 确 有 测度 有 界 的 (L-S)1 函数 列 {五 ,(z),n > 1}, 它 所 产生 的 
(L-9)1 测度 列 {jp,,n > 1} 局 部 弱 收 化 到 某 个 测度 有 界 的 (L-S)1 函数 F(z) 所 
产生 的 (L-9)i 测度 yr, 但 {F(z),n > 1} 并 不 局 部 弱 收 敛 到 下 (z). 反例 如 下 . 

取 F(x) =0,wnr 三 0， 


Fo(z) = {? 了 


1, 当 rz 之 0, 
则 
im AP ((a,b])=0, (va,b eR). 
所 以 
HF, 宛 HF. 
但 是 


dim F(z)=1 (Yr eR), 


所 以 {m(z),n > 1} 绝 不 可 能 局 部 弱 收 敛 到 F(z). 

(2) 局 部 弱 收敛 的 测度 列 而 不 弱 收 敛 的 测度 列 是 存在 的 ， 例 如 (1) 中 的 
{k,n 之 1}, 有 

HF 必 HF, 

但 是 

jr, (Rl)=1 (>1), nr(R!)=0, 
所 以 {hr,,n > 1} 绝 不 可 能 弱 收 敛 到 Ar. 

(3) 当 jm 沪 时 , 确 有 开 集 G 和 闭 集 K, 使 


lin, pn(G) # p(G), ,lim pm(K) # pK). 


反例 如 下 : 
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取 
0， 当 z< 0， 
F(z) = 
1， 当 zy>0， 
1 
F(z) = (z+1-2) 
1 
0, 当 z < -1+ 一 ， 
二 1 n= 2,3, 》 
1, 当 Z 之 一 1 十 一 ， 
nN 
一 工 
1， 当 z > -1， 
则 
pm pF 
但 是 


pps((-boo) = lim, pr, (1 4)) 
= Jim Fn(7) —F(-1)=1 (vn > 2), 
ur((—1, oo)) Jim F(z) F(—1) = 0， 
br,([—2,—1]) = Fn(-1)— Fn(-2—-0)=0 (vn >2), 
ur([—2,—1])=1. 
取 G = (—1,00), K 一 [一 2， —1] 即 为 所 求 . 
定理 5.8 设 {JF,MF,,n 之 1} 为 绍 (RN) 上 一 列 (L-S)N 测度 且 在 每 个 区 间 
Te JW 上 的 测度 值 上 有 限 , jp, 3 Hp. U 为 一 个 抽象 集合 . g(u,7);UZRN 呈 BR， 
且 满 足 条 件 : 对 任何 。 > 0 及 区 间 J e IJN， 都 存在 一 个 6 > 0, 当 zy E 
Jpv(zi 人 <6 时 , 对 一 切 u EUV, 一 致 地 有 
lg(w, Z) 人 g(u, y)| < 0, 
则 对 jp 的 任何 一 个 连续 区 间 1 对 werr 一 致 地 有 
lim。 gl our (dr) = glu sur(as). (5.13) 
nN—O0 I I 
证 明 其 易 , 读者 可 作 习 题 验证 之 . 


定理 5.9 在 定理 5.8 的 条 件 下 ， 若 还 有 jp,(RN) < K (K 为 常数 )， 
Lr, (RN) = F(RN), lg(u, 7)| < K(Vu EeE UVU,z € RN), 则 对 weEUV 一 致 地 有 


lim / gu,z)pr, (dz) = 上 gw, zs)up(dz). (5.14) 
RN RN 


了 一 OO 
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证 明 甚 易 , 读者 可 做 为 习题 验证 之 . 
定理 5.10 在 定理 5.8 的 条 件 下 . 若 还 有 


lim g(w,z) =0 (对 weEU 一 致 成 立 )， 


lz| 一 oo 


且 pp (RN) < K,nF(RN) < K, 则 对 weEU, 一致 地 有 : 


lim g(u, z) HF, (dx) = [ g(u, z)hur(dr). 
RN RN 


证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 


附注 5.2 在 有 的 著作 中 , 例如 在 文献 [36] 中 , 称 本 书 的 局 部 弱 收敛 (1 必 
/) 为 弱 收 伍 ( 记 帮 jn 一 0); 而 称 本 书 中 的 弱 收 伍 (pn 之 0) 为 全 收敛 ( 记 作 
jn — 1). 
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1. 设 (B, 多 (B),p) 是 可 测 距 离 空 间 , 9 Cc 多 (B). 车 乡 满足 : 

(i) 对 有 限 交 运算 封闭 ; 

(ii) B 中 每 个 开 集 都 可 表 为 肥 中 有 限 或 可 数 无 穷 多 个 元 素 之 并 . 

而 且 概率 测度 列 {P,P,n > 1} 在 乡 中 每 个 4 都 上 有 P.(4) 一 P(4). 试 
证 : 已 , 一 P. 

2. ( 续 上 ) 若 凶 满足 

(i) 对 有 限 交 封闭 ; 

(ii) 对 每 个 z e B,e > 0, 存在 4 e 多 及 一 个 以 z 为 中 心 、 以 e 为 半径 
的 开 球 S(z,s), 使 re4ec4cSlzs). 若 吾 是 可 分 的 且 对 每 个 4e 多 ', 有 
P(A4) 一 P(4), 则 P= PP. 

3. ( 续 上 ) 若 B 是 可 分 的 , 且 对 每 个 可 表 为 有 限 个 开 球 的 交 的 P 连续 集 4， 
都 有 忆 (4) 一 P(4), 则 及 一 P. 

4. 设 (B, 多 (B),p) 是 离散 的 距离 空间 , 即 B 是 可 数 集 , 宛 ( 吾 ) 是 B 中 一 切 
子 集 所 构成 的 o 代数 . {P Pun > 1} 是 多 (B) 上 的 概率 测度 列 , 则 PP, 二 > P 
的 充分 必要 条 件 是 : 对 每 个 ze B, 都 有 已 ({zj}) 一 P({z}). 

5. 设 入 是 多 (B) 上 的 一 个 测度 , 概率 测度 列 {P Pu,m > 1} 可 表 为 


P(A) = plz)Mdz)， PC4) = 1 pn(z)Mdz)， Ae 2(B), 
pn(T) 一 D(Z)， 和 A—a.s., 


则 PP, 一 了 P. 
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6. (乘积 空间 上 的 弱 收 敛 性 ) 设 (Bi, 多 (Bi), pi) 都 是 可 测 距离 空间 , 且 B; 是 
可 分 的 ,i = 1,2. 令 B= BixB,,%(B)= ZB(Bi)x%(B2), p((71, 72), (y1,y2)) = 
max{pi(T1, 1), p2(T2,Y2)}, (zl 72), (1,y2) € B1 x B2, 则 (B, 多 (B),p) 是 可 分 
的 可 测 距 高 空间 . 设 {P,P,n > 1} 是 多 (B) 上 的 一 列 概率 测度 , 令 P'(A) = 
P(A x B2), P"(B) = P(B1 x B),(A € Bi, Be B2) 为 P 的 边缘 分 布 . 已 与 P/ 
亦 类 似 地 定义 , 则 PP 二 PP 的 充分 必要 条 件 是 : 


P(A’ x A”) — P(A’ x A”), 


其 中 4' 是 已 连续 集 , 4” 是 P” 连续 集 . 
7. 设 {Xn,n > 1} 和 {六 ,n> 1} 都 是 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 实 值 随机 变 
量 列 . a 是 常数 , F(z) 是 标准 的 (L-S) 函数 (分 布 函 数 ). 若 


P(X < z) F(z), Ya, 


则 
(1) P(Xn, + Yh, & 1) — F(z ~ a); 


(2) P(XnY, < 1) oF (z) , ( 当 a > 0); 


(3) P (条 < = —; F(az), ( 当 oa > 0). 
8. 证 明定 理 5.8. 
9. 证 明定 理 5.9. 


10. 证 明定 理 5.10. 
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§1 随机 变量 的 特征 函数 , 反 演 公式 
定义 1.1 设 P(z) 是 定义 在 R 上 的 非 负 的 、 单 调 非 降 的 右 连续 的 有 界 函 


数 , 即 第 一 章 84 中 所 定义 的 非 负 的 测度 有 界 的 (L-S) 函数 . UP 是 所 (ZT) 所 产生 
的 (L-S) 测度 . (在 无 混 消 的 情况 下 , 本 章 简 记 jp 为 F.) 称 


f(t) = / eitzF(dr) (te 有) (1.1) 
R 
为 F(z) (或 其 对 应 的 (L-S) 测度 下 ) 的 Fourier 变换 . 特别 地 , 称 分 布 函数 ( 即 标 
准 的 (L-S) 函数 ) 的 Fourier 变换 为 特征 函数 , 或 该 分 布 函数 所 对 应 的 随机 变量 
的 特征 函数 . 特征 函数 用 c.f. 表示 ,分布 函数 用 df 表示 , 随机 变量 用 R.V. 表 
示 . 


显然 , 非 负 的 测度 有 界 的 (L-S) 函数 唯一 地 决定 了 其 Fourier 变换 . 现在 问 : 
逆 命 题 是 否 成 立 ? 回答 是 肯定 的 , 这 就 是 下 面 的 


定理 1.1 ( 反 演 公 式 ) 设 F(z) 是 非 负 的 测度 有 界 的 (L-S) 函数 , f(t) 和 下 
分 别 是 其 Fourier 变换 及 相应 的 (L-S) 测度 , 则 对 任意 实数 a < b, 恒 有 : 


3[F() +F(b—0)]— 3[F(o) + F(a—O0)] 


人 -tt —ita 
i / ee pd. (1.2) 


27 了 一 oo 一 下 一 让 
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证 令 
1 T eitb —e-ita 
人 只 一 一 一/ 的 db 
则 由 
e—itb _ e 一 ita 
-it 

< 外 -凡人 中 三 

可 知 下 述 重 积分 可 交换 次 序 : 
1 /T 


e-itb e 一 ita 
= 一 —— ee*F at 
ro) 从 it ca 


T -it(b—7z) “一 让 (a 一 2Z) 
本 / a) F(dz) 
27 R 一 全 一 外 





令 
二 T 0 
(v, 可 = 人 一 一 t, 
则 
pe 上 (J(b,T, 1) — Ta, Tz)) Fdz) 
27 及 
T(z 一 a) i: 
Se / 站 Et 
TR\T(z-b) VU 
再 令 
T(z—a) 。， 
H(z) = lim 一 du 
To00JT(z-b) 已 
则 由 
/ 2 sinw SR 
0 u -2 
可 知 


T， 当 a<z<b, 
H(z) = 7 当 z=o 或 z=b, 
0, 当 z>b 或 z<oa， 
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1 
> 上 H(z)F(dz) 


= | I ArF(dz) 十 / 3F(dz) + / 人 SF(dz) 


= |r(P@ -OFGO)+3CF() ~ F(a—0)+ 75(F(6) — F(o—0))| 
_F(O)+F(b-0) F(a)+F(a—O0) 
2 2 





若 能 证 
本 
Jim Ir = ,lim = 有 上 | 四 ea) F(da) 
1 . T(z-a) sinw 
= 上 | im 上 es | Fl(dz), 
则 定理 1.1 证 毕 . 而 上 式 能 积分 号 下 取 极 限 的 充分 条 件 是 


T(z~a) : 
) Sin 忆 
T(z—b) u 


是 z 的 有 界 一 数 . 但 是 根据 第 二 中 值 定理 可 知 : 


‘sinw 
<3 》 


(z 一 2) oi 
[ 本 sinw du 
T(z—b) u 
是 z 的 有 界 函 数 . 定理 证 毕 . 


推论 1.1 在 定理 1.1 的 条 件 下 , 若 a,b 都 是 F(z) 的 连续 点 , 即 (a, 避 是 下 
的 连续 区 间 , 则 有 





“Sin 人 “7 








又 因 a 是 偶 函 数 , 所 以 


F((a,b]) = F(b) — F(a) 
= lim I7. (1.3) 


~ T=00 
而 (L-S) 测度 下 由 其 连续 区 间 上 的 测度 值 所 唯一 决定 , 又 因为 在 定理 1.1 的 条 
件 下 , F(b) = ,lim_F((a, 名)， 所 以 F(z) 和 已 均 由 其 Fourier 变换 (特征 函数 ) 
f(t) 所 唯一 决定 . 
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易 见 : 

(1) 若 R.V.X 是 连续 型 的 ， 即 有 密度 函数 p(z), 则 匡 的 cf 为 f(t) = 
fh ep(z)dz; 

(2) 若 R. V.X 是 离散 型 的 , 即 有 分 布 {pk = P(XX = zk),k 之 0}, 则 关 的 
ctf. 为 f(t) = 3) eerpy; 

天 过 0 

(3) XX 的 cf.f(t) = 加 (eitX) 恒 存 在 . 

例 1.1 车 df. F(z) 对 应 的 (L-S) 测度 下 只 在 一 点 a 上 有 正 测度 F({a}) 
= 1, 则 称 F(z) 为 退化 df., 记 之 以 eo(z). 称 so(z) 为 零 一 律 . se(z) 的 特征 函数 
为 eite. 退化 分 布 的 特征 函数 为 常数 1. 


例 1.2 若 R.V. X 服从 Poisson 分 布 


k 
P(X = =e k=0,1,2,.., 


则 式 的 cf 为 
f(D). 


例 1.3 车 R.V. 久 服从 二 项 分 布 : 
P(X = &) 到 (和 za- k=0,1,.. ) 72) 


则 X 的 cf 为 
f(t) = (pe + (1 ~ 2p))". 


例 1.4 若 R.V.X 服从 标准 正 态 分 布 ( 记 之 为 N(0,1)), 即 铸 有 和 密度 消 数 

















p(7) = A ， 
则 天 的 cf f(t) = e-3e. 
事实 上 , 由 于 
2 1 让 z 一 去 Z2 
1 的 = /去 *e dz, (1.4) 
而 且 
0 1 itz— $72 \| 1 -#72 
ee | 
ym dz < co， 
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所 以 对 f(t) 的 积分 表达 式 (1.4), 可 以 在 积分 号 下 取 导 数 , 得 : 


2 . 
sintzdaz 





1 1 2 
一 一 上 e 27 costradzr 
人 V2T 


所 以 
log f(t) = -3 +C. 


由 f(0) =1 得 C=0, 从 而 f(t)=e- 六 . 
更 一 般 地 , 若 X 服从 N(a,o?), 即 期 望 为 o 方差 为 o? 的 正 态 分 布 , 则 其 
cf 为 
f(t) 和 eiat—#0°t 


例 1.5 若 存 在 实数 a 及 正 数 w 使 PLX = atku) = px, k= 0, 土 1, 土 2,…， 
pk > 0, pr = 1, 则 称 R.V.X 服从 格子 点 分 布 . 令 f(t) 是 X 的 cf., 称 %v 为 其 


间隔 . 
R.V. X 服从 格子 点 分 布 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 刀 关 0, 使 |f(io)| =1. 
证 必要 性 显然 成 立 . 
充分 性 . 若 存 在 to 寺 0, 使 |f(to)| = 1, 则 存在 实数 a, 使 f(to) = etat. 所 以 

1 = et f(to) = E(e-iototixto), 
从 而 
E(costo(X —a)) =1, 
由 |costo(X 一 a)| < 1 得 


P(1—costo(X¥ —a)=0)=1, 


亦 即 
P| (J tftXK-oao=2krl | =1 
k=0, 土 1,… 
2k 
p=P (X=at 7)， a 
ltol 


则 X 服从 格子 点 分 布 {px, = 0, 土 1, 土 2,…}, 其 间隔 w = 27 /|tol. 
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推论 1.2 若 存 在 to 关 0,ti 关 0,to/ti 不 是 有 理 数 使 |f(to)| = |f(t1)| = 1， 
则 f(t) 对 应 的 R.V.X 服从 退化 分 布 . 


证 设 |ftto)| = |f(t)| = 1 则 由 例 1.5, 若 令 


m=P(X=o+t+Er), k= 0, 土 1, 土 2,.…， 

lto 

m7 (X=-at) k= 0, 士 ]) +2,.…， 
1 


则 pk 之 0, qx 之 0, Pk = 2 一 | 廖 设 X 不 服从 退化 分 布 ， 则 pk1 > 0, Pk, > 
0, pk = dni, Pkz = dn2: 所 以 





2 
(ka 一 中 各 | 二 
0 





27 
(n1 En ma) P| y 
ti 


即 to 与 妇 之 比 为 有 理 数 . 这 与 假设 矛盾 , 所 以 X 服从 退化 分 布 . 


定理 1.2 随机 变量 的 特征 函数 有 下 述 性 质 : 

(1) R.V. 的 cf 在 及 上 一 致 连续 , |f(t)| < f(0)=1,f(-t)= f(t) (此 
处 f 是 了 的 复 共 轿 ); 

(2) 若 R.V.X 的 特征 函数 为 f(t), 则 Y=a++bX 的 cf. 为 g(t) = ei%tf( 风 )， 
此 处 a,b 为 任意 二 实数 . 

(3) 若 df. 所 (x), F2(z) 所 对 应 的 cf 分 别 为 有 1(t), fo(t), 则 所 (Zz) 和 FE(7z) 
所 对 应 的 (L-S) 测度 的 卷 积 Fi* 下 的 特征 函数 为 有 (tt)f2(t). 反之 也 对 . 

(4) 随机 变量 X 服从 对 称 分 布 ( 即 P(X 入 z) = P(-X << 工 )) 的 充分 必要 条 
件 是 : X 的 特征 函数 是 实 值 的 . 


证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
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在 第 1 节 中 , 我 们 看 到 了 分 布 函数 与 其 特征 函数 的 一 一 对 应 关系 . 在 这 一 
节 中 , 我 们 要 研究 分 布 函数 列 {五 ,(z),n > 1} 的 弱 收 敛 与 其 对 应 的 特征 函数 列 
{fn(t),n > 1} 的 某 种 收敛 性 的 关系 . 


定理 2.1 设 分 布 函数 列 {F(z), 杞 (zj,m > 1} 所 对 应 的 特征 函数 列 为 
{f(t), fn(t),n 之 1}. 著 丽 (z) 世 F(z), 则 所 (t) 一 f(t) 在 t 属于 任何 有 限 
区 间 J 上 一 致 成 立 . 


证 这 可 由 第 三 章 定理 5.6 直接 推出 . 
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定理 2.2 设 分 布 函数 列 {Fp(z),m > 1} 所 对 应 的 特征 函数 列 为 {f(t),n 之 

1}. 若 
lim fn(t) = f(t)，L 一 as.， (L 表示 Lebesgue 测度 )， 

则 存在 唯一 一 个 史 (R) 上 的 有 限 测 度 F, 使 

(1) 2 下, 其 中 局 , 是 色 ,(z) 所 产生 的 (L-S) 测度 ; 

(2) f(t) = fR erF(dz). 

证 由 第 三 章 推论 5.1, 为 证 (1), 只 需 证 明 {F,n > 1} 的 任何 一 个 局 部 弱 
收敛 子 列 都 收敛 到 同一 个 极限 . 


任 取 {,} 的 一 个 局 部 弱 收 敛 子 列 {G，}， 
Gn -个 屎 (2.1) 
往 证 FF 与 {Gn} 之 选取 无 关 . 事实 上 , 由 (2.1) 及 G,(R) = 1 得 知 F 在 其 任 一 
连续 区 间 上 的 测度 值 < 1, 又 因为 


eitz— 1 
lim - =0 对 te R 一 致 成 立 ， 


|z| 一 oo 7 


所 以 由 第 三 章 定理 5.10 得 





eitz Ee 


?人 


ztZ _ 
rr be 上 
R I R 


no0 


令 gn 为 Gn 对 应 之 cf, 则 {gm,n > 1} 是 {fn 之 1} 的 子 序列 ,所 以 








F(dz). (2.2) 








im gn(t) = f(t), L—a.s.. (2.3) 
因此 ， 
am 人 有 一 人 im 由 gn (udu = | flwdu. 
以 上 式 代入 (2.2) 得 
t eitz ee 
| fwau= f Pd) (2.4) 
对 (2.4) 求 导数 得 : 


f(t) = 上 AC 二 


用 定理 1.1, F 由 f 唯一 决定 而 与 子 序 列 {G} 的 选取 无 关 . 这 就 证 明了 (1). 而 
在 上 述 证 明 中 , 还 说 明了 下 的 Fourier 变换 与 f 是 L-a.s. 相等 的 . 定理 证 毕 . 
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定理 2.3 设 df. (ZT) 的 cf. 为 所 (t),(n 之 1), 若 
lim fn(t) = f(t)， 且 f(t) 在 0 连续 ， 


则 存在 df 下 (xz) 使 
(1) F(z) — F(z); 
(2) f(t) = fh e*F(dz); 
(3) lim fn(t) = f(é), 在 上 属于 任何 有 界 区 间 上 一 致 成 立 . 


证 由 im fn(lt) = f 0) 及 定理 2.2 得 知 
后 F (2.5) 


且 
7 人 = / ecitzF(dz)， 工 一 as 
了 及 


但 j 在 0 连续 , 所 以 


f(0)= | Flaz) (2.6) 
而 
f(0) = im fn(0) = im Fn (BR), (2.7) 
由 (2.6) 和 (2.7) 得 知 : 任 给 s > 0, 存在 正 整 数 no 及 区 间 Ih, 使 得 
F(R) 一 F(T1) <EéE (vn no,T DD 1). (2.8) 


由 (2.5)、(2.8) 及 第 三 章 定理 5.7 知 
书 , -人 下 


这 就 证 明了 (1). 由 (1) 及 定理 2.1, 定理 2.3 的 后 二 结论 成 立 . 定理 证 毕 . 


定理 2.4 设 df Fn(z) 对 应 之 cf 为 fn(t)(n > 1). 车 lim fn(t) = f(t) 
( 当 | 引 <6), 且 f(t) 在 t=0 连续, 则 

(1) { 瑟 } 的 任何 一 个 局 部 弱 收 敛 子 列 {Gn} 都 弱 收 伊 ; 

(2) {Fn} 的 弱 收 化 子 列 的 极限 所 对 应 的 特征 函数 在 |t < 5 上 与 f(t) 相等 ; 

(3) lim fn(t) = f(t) 在 | 让 <65 上 一 致 成 立 . 


证 (1) 令 GG,G， 对 应 之 Fourier 变换 为 gn(t), 则 由 第 三 章 定理 5.10 
知 


ettz —_1 etitz 一 1 
G(dz). 2.9 


lim ——Gn(dr) = [ 
?一 oo /及 I R 
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但 是 
in fad) = f(),， MM<5, 
{gn} 是 {fn} 的 子 序列 , 所 以 





etitz 一 1 . t 
im 上 二 Cn(dz) = lim | gn(u)du 
t 
= 上 flwdu, lt <6. 
0 


把 上 式 代 入 (2.9) 得 





t eitr -1 
[ Ride 上 (dz)， 国 < (2.10) 
对 (2.10) 求 导数 得 : 
f(t) = 上 人 eitzG(dz), <6 
又 因为 f(t) 在 t=0 连续, 故 


f(0) = G(R,), (2.11) 
f(0) = im gn(0) = dim Gn(B), (2.12) 


比较 (2.11) 和 (2.12) 并 注意 GG, 再 应 用 第 三 章 定理 5.3 可 知 
Gn SG. 


(2) 若 {G%} 是 {五 } 的 弱 收 敛 子 列 . G。 二 G. (这 样 的 {G。} 由 第 三 章 定 
理 5.6 以 及 已 证 明 的 (1) 得 知 必 存 在 .) 由 第 三 章 定理 5.9 知 : 
人 etzCG(dz) = lim / etzGn(dzr) 
R no9 /已 
= lim gn(t) = f(t) (在 上 <5 一 致 成 立 )， (2.13) 


此 即 (2) 成 立 . 
(3) 反 设 (3) 不 成 立 , 则 存在 s > 0, 及 正 整 数列 {nx,k > 1} 使 


[fn (t) — f(D| >e (Vk>1). (2.14) 


由 于 {fn,k> 1} 是 {所 ,n> 1} 的 子 序列 , 所 以 由 本 定理 的 (1) 和 (2), {Fn,k 之 
1} 又 有 子 序列 {G%,,k > 1} 使 
Cn， => G", 


im gna(t) = f(t) (在 上 < 56 上 一 致 成 立 )， (2.15) 
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其 中 9 是 G。 所 对 应 的 Fourier 变换 . 
而 (2.14) 与 (2.15) 是 矛盾 的 , 所 以 (3) 成 立 . 定理 证 毕 . 


推论 2.1 车 f(t),fn(t) 都 是 cf(n 之 ,而且 f(t) 一 (6), 则 fn(t) 一 (2 
在 t 的 任何 有 限 区 间 上 一 致 成 立 . 


证 由 定理 2.4 立即 可 得 . 


推论 2.2 若 f(t), fn(t) 都 是 cf.(n > 1), fn 二 f(t),ti 一 to, 则 f(tn) 一 
f(to). 


证 |fn(tn) Fy f(to)| < |fn(tn) f(tn)| 让 |f (tn) 人 f(to)|, 
所 以 , 由 f(t) 的 连续 性 及 推论 2.1 即 得 推论 2.2. 


推论 2.3 设 分 布 函 数列 {F(z), F(z),n > 1} 对 应 的 特征 函数 列 为 {f(t)， 
户 的 人 > 1 则 局 ,(z) > F(z) 的 充分 必要 条 件 是 : f(t) 一 (6) 


证 这 是 定理 2.1 和 定理 2.3 的 直接 推论 . 


定理 2.5 设 R.V.X 的 df. 为 F(z), cf 为 f(t),a 是 处 的 中 位 数 ， 即 
F(a 一 0) < 2 Fa) > 3, 则 恒 有 下 列 不 等 式 : 


(1) 增 量 不 等 式 
|f(2) — f(t + hh) < 2f(0)[f(0) — 2(f(h))), (2.16) 
1— 2(f(2t)) < 4[1 ~ 2(f(t))), (2.17) 
其 中 多 (J) 表 三 的 实 部 . 


(2) 积分 不 等 式 
设 a 是 中 位 数 , Pu(z) = F(z 十 a), A C [0,6], 且 和 的 Lebesgue 测度 工 4) = 
p > 0, 则 


p3 
fa-sOPa> rpms 人 二 及 (ta (2.18) 
特别 地 , 若 4 = [0,4], 则 (2.17) 还 可 加 强 为 


说 
1 十 Zr2 





mb) [ 1- (fu))du < 上 F(dz) 


< Mt | [1 -2(f (wd, (2.19) 
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其 中 





1 | ] _ si 如 1 十 Z2 
m(t) 2 tr 2Z2 | 


1 sin tzAN 1 十 Z?2 
ro 
(3) 截 尾 不 等 式 
众所周知 : 若 RV.X 的 cf 为 f(t), 而 义 的 数学 期 望 m 些 百 ( 舌 ) 存在 时 ， 
在 概率 极限 理论 中 , 常 利 用 “ 搬 中 心 ” 技巧 , 即 用 天 一 人 nm 来 代替 大, 而 瑟 一 中 
的 特征 函数 为 e-imtf(t). 但 当 巨 (XX) 不 存在 时 , 人 们 就 考虑 用 








a(7) 时 J zF(da) (2.20) 


来 代替 五 (X). (因为 a(7) 总 是 存在 的 .) 于 是 , 考虑 le-ie(7)tf(t) 一 1| 的 各 种 近似 
估计 就 有 必要 . 我 们 恒 有 





eio( tf(t) 人 1| 

< T Fl(dz 一 —a(T))’F(dz). 2.21 

<e+lm 人 Fa+ 瑟 | -or 2) 
le f(t) 2 1| 

< |(|a T)Tt 十 T 2 Fl(d. 

< [(lal+rjr 二 r 国 二 I, (dz) 


a / — a)2F(dz), (2.22) 


其 中 Qo 是 多 (或 者 说 是 F(z)) 的 中 位 数 . 





eo(n)t F(A) I a 
< Alt,7) 人 让 ES 1 Fldo) (2.23) 
当 |al <3 时 , 还 有 


(sal) 0, 
| 


6 T 
< B(7,6) / QIOP)at (loal<T). (2.24) 


若 用 Fu(z) 至 F(z ++Q), falt) 时 ee-iotf(t) 来 替代 下 (z) 和 f(t), 我 们 还 有 
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下 列 相 应 的 不 等 式 : 


03 


3|t 2 \ 4(62 十 472 
@ bpt) )-1|<0+ 已 (加 二 + ( 十 7 ). 


fa -ipa 
A 


其 中 
b(T) = a + ga(7), 
aa(T) = ul(dz). 
(n) kk: (dz) 
还 有 不 等 式 : 


(z — b(7))? 
上 T 二 人 二 
2 2 
和 2(1 十 4r2)](1 十 72) (+3 元 二 + 与) 全 态 ) /0- f(D)at 


(4) 几 个 积分 的 估计 


网 F(dz) < | a BR(1 _ fdt. 


4(62 十 47 本 1 
上 el | (1 fat. 


/ PB & Lt oth dF) 
|z£—b(7)|>71 71 


2 2 
G i 三 ) 0- Gd 
2) 2 + 4r ) 
/ F(dz) 和 (1 十 7) 而 | a f(t))dt. 


2 
| — a)2F(dz) 一 (fe Poaj 


< k(7, ,6) 上 GIFGDP)at 


2(62 十 4r2) 
p3 





其 中 k(7,p,6) 是 依赖 7,p,6 的 常数 . 
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(2.25) 


t. (2.26) 


(2.27) 


(2.28) 


(2.29) 


(2.30) 


(2.31) 


此 定理 中 的 诸 不 等 式 都 是 在 利用 特征 函数 作 工 具 来 证 明 一 些 概 率 极限 理论 
时 才 用 . 其 证 明 比 较 繁琐 , 故 在 此 略 去 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [36] P.43-53. 
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83 ”特征 函数 的 Taylor 展 式 


在 用 特征 函数 作 工 具 研究 概率 极限 理论 时 , 经 常 要 用 特征 函数 的 Taylor 展 
式 作 估计 , 这 就 需要 知道 特征 函数 具有 多 少 阶 导 数 , 而 特征 函数 所 对 应 的 随机 变 
量 有 几 阶 矩 存 在 , 与 特征 函数 有 几 阶 导数 是 有 密切 关系 的 . 


定理 3.1 设 f(t) 是 RV.X 的 cf.. 若 f(t)j 在 0 点 的 2n 阶 导 数 je2n)(0) 
存在 , 则 对 任何 0 <r < 2n,E(X|")<o. 


- 证 令 Ap(f(0)) = f(h) 一 f(-h) 
A (fF(0)) = An (Ag (0))) E 
k 
j/k se 
0 的 ZK 2j)h),， 天 之 2. 


令 Flz) 为 X 的 df, 则 


人 (2m) 
2n) (0) 一 lim a 0) 


>- (rn 20) 


_ 1 30 
= (2h)an 
2n 
y (1 的 ei(2n 一 27)hz (dz) 
J 了 
_ jm 1=0 0 
= (Oh) 


. eihz _ eo-ihz 2n 
= in a (3 ) la) 
. 2isinhz \ 2” 
A 2h ) ds) 
= lim /Drz2 (2 FL ey 


但 是 , 由 Fatou 引 理 知 


E(|X|2") =/ lim 2n (3 2 ) 


ep Fldz). 











< lim ri" 
~ ph 0 及 


若 f(2)(0) 存在 , 则 


2n 
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因此 (|X|2?*) < oo. 再 利用 Holder 不 等 式 知 E(|X|") < oo (YO 入 7 < 2n). 定 
定理 3.2 设 R.V. 针 的 cf. 为 f(t). 若 E(|X|") < oo0, 则 f(t) 有 n 阶 连续 
导数 ， 且 
1 = | (is)"e lads) 
R 
其 中 n 为 任意 正 整 数 , F(z) 为 天 的 df 
证 对 nn 作 归 纳 法 . 若 (|X|) < oo, 则 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 证 : 
f'(t) = 上 人 SF(e)F(dz) 全 上 ire't?* F(dz) 
是 t 的 连续 函数 . 
设 定理 对 n = 上 成立 . 要 证 它 对 n = 上 有 +1 也 成 立 . 事实 上 , 着 定 理 对 n= 
成 立 , 即 是 当 E(|X|*) < oo 时 有 
1 = in) Pla) 
R 
是 t 的 连续 函数 . 今 设 EE(|X|*+1) < oo. 再 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 证 
FEF 过 / (iz)*tleits F(dz) 
RR 


是 上 的 连续 函数 . 定理 证 毕 . 
下 面 我 们 讨论 特征 函数 的 Taylor 展开 . 记 mn = E(|X|"). 
定理 3.3 车 mn < co, 则 特征 函数 f(t) 有 : 
f(t) = > Fe (0 + O(t™). 
5 


= 10 (0 +o(t") (t—0). 


k=0 


证 由 于 mn < co, 所 以 f(t) 有 nn 阶 连续 导数 , 故 由 Taylor 展开 公式 有 
n—l 
o> SOR + [1 res 


n—l 
i Sf (0)5 + (jn)(s) a 2 


£20 ® 
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心 





Rn = jn)(s) ) 人 人 ds, 





亏 = 站 0Um 国 一 0O) 人 da 
则 由 f(t) = 康 (iz)"ettzF(dz) 得 


OD < 上 lzl*F(dz) = mn < oo 

















所 以 
“(t 型 s)" lt n 
[Rn < Mn 和 (n 2 1)! ds ST O(t ) (t 0)， 
(fs) — Fn 过 一 3 
fil < ago |/ re 
< sup "(9) — FOO = ol"), (t=0) 
0O<s<t nN: 

定理 得 证 


定理 3.4 若 mnts <o0(0<65<1), 则 


tn+é 


DO)A -6 
人 + 02! mnt ToT mi)’ 


其 中 |b| <1. 
证 由 定理 3.3 可 知 : 
f(t) = ay LU 二 部， 
k=0 


| = 





TO -190 
A 可 


(7 一 
tt 一 s)n 一 1 


o (n—1)! 人 are = Da ) ds| 














但 是 


etsr —1|<2i-slszls (0<56< 1 
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所 以 








ol<|[ tr (f laa lat Plan) ) as 
J 
下 zZ6(1 a wn Wnts 


a 0 (n = 1)! 


< 21 一 6 








Mnté6 


二 91-6 


dz 








< 21-im ne Ee yh zs(1— zx)" -ldzr 
一 2 一 mn 一 Em B(6 + 起 n) 
(n 也 
此 "+ T(6 + 1)T(n) 
(nm—1)!T(6+1+n) 


26mns 人" rG+1)(n— 1)! 


二 921 一 0 





Mn+6 


上 ”+ 


= 2 ms Tm 1 TT 


定理 证 毕 . 
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(n—1)! (mn+d)n—1+6):...(1+6)Tr(1+56) 
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定义 4.1 称 实 变 复 值 函数 f(t) 是 非 负 定 的 , 如 果 对 任何 正 整数 n, 任何 实 


数 二 ,t2,… ,tn 及 任何 复数 &1，.… ,上 都 有 


>》 >》 f(t; — tr)éEr > 0, 


7=1 k=1 
易 证 非 负 定 函数 具有 下 述 性 质 : 
(1) f(0) > 0. 


事实 上 , 在 (4.1) 中 取 n=1,ti =0,&1=1 即 可 得 (4.2). 
(2) 对 任何 实数 t, 有 


其 中 是 f 的 复 共 罗 . 


(4.1) 


(4.2) 


(4.3) 
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事实 上 , 在 (4.1) 中 取 n=2,t1=0,t。=1 得 


2 2 
0< >》， >》， f(t —tk )éjéx 
7=1 k=1 
= f(0) [|é1|? + 1é2|?] + f(—t)é1€2 + f(t)é2€, (4.4) 


所 以 有 (一 t)&1&2 十 f(t)&2E1 是 实数 . 令 f(-t) = oi 十 iB1, f(t) = a2 +ib,&1€2 = 
十 i6,&261 = 了 一 让 . 再 令 48(f) 为 了 的 虚 部 , 则 
0= SI(f(-t)é1€2 + f(t)é281) 
= Q16 + PiY — 26 + Poy, 
即 
(aa 一 a2)6+ (Bi + Do)7 = 0. 
而 &1,&2 可 以 任意 , 即 7 和 6 可 以 任意 , 所 以 (al 一 0Q2) = 0,0 + = 0, 此 即 
f(-t) — f(t) = (a — a2)+ (B+ 62)i=0, 亦 即 f(t) = f(-t).. 
(3) 对 任意 书 恒 有 | jb < |f(0)|. 
事实 上 , 在 (4.4) 中 令 后 = jb),e = -7 则 
0 < 2f(0)|F(0))? — 2|F NF OP. (4.5) 


若 f(t) =0, 则 由 f(0) >0 得 知 f(0) > |f( 台 |; 若 f(t) 关 0, 则 将 (4.5) 两 边 除 以 
|f(2D)E 即 得 |f(#)| < f(0): 
(4) 若非 负 定 函数 f(t) 满足 f(0) = 0, 则 f(t) =0. 


定理 4.1 (Khinchin - Bochner) 设 f(t) 是 连续 函数 , f(0) = 1, 则 f(t) 
是 非 负 定 函 数 的 充分 必要 条 件 是 : f(t) 是 某 个 随机 变量 的 特征 函数 . 


证 充分 性 . 若 存在 df.F(z) 使 
= itr 
/由 = 上 人 eitr Pldz), 
则 对 任意 正 整 数 n, 任意 实数 t,…. ,t, 任意 复数 各 ,所 ,都 有 


Sy (f srplen) ) 8 


j=1 k=1 j=1 k=1 


[ee 
7=1 k=1 


/ n 


ir€;| F(dz) > 0， 
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所 以 jb) 是 非 负 定 的 
必要 性 . 设 f(t) 是 非 负 定 的 , 则 (4.1) 式 成 立 . 在 (41) 中 取 坟 一 上 ,如 = 


e-itsz(0 < k<N 1), 则 
一 
n def 1 
PWN(z) 竺 二 
j=0 k=0 


a 


1 六 一 1 太 二 汉 
pe 所 2 ) ei(k-)? > 0. (4.6) 
项 


显然 , (4.6) 右边 的 和 中 使 上 一 7 了 = r 的 项 数 共 有 N 一 |r| 项 (7 从 -N+1 到 
N 一 1). 所 以 


1 | 
PH)=5 D> (NI (E)e”. 


7 一 一 人 十 1 


把 上 式 两 边 乘 以 eis* 并 对 z 由 一 x 到 7 积分 得 : 
"pln) ~ |r| 7 i 
n 一 7 一 570T 
上 Te (a > @ 和 Fa / (7) 


由 于 
/ e-i("—s)z gy 4 0, 3 天 7 
下 27,， S 一 7 
0 |a| 
—i(r—s)z a Es 131 3 
三 dz @ 站 ) 7 (2) 27 
" |3| 1 广 
ll i ir—3)z0 4.8 
( 如 )7 (2) 元 人 。 (28) 
令 ee 
去 | PW(y)dy,， 当 -xr<rgn, 
(n) /i 有 
FN (7) = FW (nr), 当 z > 
FW (—n), 当 z < 一 fr 


则 对 任何 固定 的 n 和 N, KK (zc) 是 df, 根据 第 三 章 定理 5.6, {FN”(z),N = 
1， 2 | 有 局 部 弱 收敛 子 序 列 {Fi (Z)， 到 之 1}. 但 是 


F(z) 0, 当 Tr < 一 不 ) 
1， 当 z > T 


所 以 存在 分 布 函数 Fw)(z), 使 


F 和 人 ) FO) (ko 0). 
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再 用 第 三 章 定理 5.9, 有 


lim Ete (dz) 


k—00 (—o0,7] 
= lim 上 Ee (dz) 


一 [ eit? FW (dr) = / eits p(n) (dz). 
R 


[一 rr] 


因此 
8 |s| 3 
下 (1 多 )s(s) 
I ee a 
= ‘Jim 二 人 PN (Z)e dr 
= / eiss PW) (dz). (4.9) 
[—7,7] 
令 
F(z) =F" (=), 
由 于 


1， Zz>7, 
m= TT<—” 


所 以 F(z) 的 cf 为 
fnlt) = / eit? F,, (dz), 
[一 mr)mT] 


六 (2) = 人 et) 下) (4.10) 


对 任意 的 上 选取 大 = ktn ,使 0gt- = 有 =， 则 由 f(t) 的 连续 性 可 知 


f(0) = lim f 人 = lim 凡 (2) (4.11) 


若 能 证 lim fn(t) = f (2), 则 由 所 (t) 是 特征 函数 且 f(t) 连续 可 知 f(t) 也 
是 特征 函数 . 定理 获 证 . 
事实 上 , 由 (4.10) 、(4.11) 得 


吉 40- 吉 (0 +.() 


=f0+ lim, (£0 -h(E)). (412) 


从 而 
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ey 而 按 函数 f(t) 的 定义 有 


)|=|/ (et — 1) Fn(dz) 
[一 mm， 本 


< / leaez ~ 1| Fs(dz). (4.13) 
[一 nr,mTr] 


fn(t) — 











用 Halder 不 等 式 有 


/ et —1|Fn(dr) < 上 leibr 一 1 有 (dz) 
[一 "mr] [一 zimz] 

. ee —D) (ee —1) Fnldn) 

二 / 0 — cos07x)Fn (dz). 

= V22(1 — fn(0)). (4.14) 
因为 当 0< ww<1,--x <z<<7A 时 , cosz < cospz, 所 以 由 0<n9<1 得 

(1 — fn,.(0)) = | 0 — cos Or)Fn, (dz) 
nn nn 


< / (1 — cosz)F (dz) 
[—7,7] 


=1 一 多 ( / ee ez Fl") 四 
-1-22(/ (2)): (4.15) 


综合 (4.13)、(4.14)、(4.15) 得 


fn(t)— fn (| < 1/2 E 一 多 ( (3))| (4.16) 


由 于 f(t) 连续 , f(0) = 1, 所 以 在 (4.16) 中 令 n 一 oo 取 极 限 即 得 : 





lim 
N+OO 





fn(t)— fn (人 | =0. (4.17) 


以 (4.17) 代入 (4.12) 得 im fn(t) = 了， 定理 4.1 得 证 . 
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在 这 一 节 中 ， 恒 设 (Q,. 多 ,P) 为 完备 概率 空间 ，(B, 多 (B), 上 -上 ) 为 可 测 
Banach 空间 , 和 是 B 值 随机 元 , Px 是 XX 的 分 布 , 即 是 BB(B) 上 的 概率 测度 满 
足 Px(4) = P(X € 4) = P(X-I(4)) (4 € 多 (B)). 有 时 记 Px = PoX-!.B' 
是 B 的 共 弱 空间 , 即 B 上 的 有 界线 性 泛 函 全 体 . 


定义 5.1 设 下 是 B 值 随机 元 , 其 特征 泛 函 定义 为 
fx() =/ eil®) px (dz) (vl € B'). (5.1) 
B 


定理 5.1 B 值 随机 元 XX 的 特征 泛 函 fx(l) 有 下 述 性 质 : 

(1) fx(0)= 1; 

(2) fx(l) 是 非 负 定 的 , 即 对 任何 正 整 数 n, 任何 11,12,… ,ln e B', 任何 复 
数 &1,€2，,… en， 都 有 


Nn 


六 fx — lk)éér > 0; (5.2) 


7=1k 
(3) |fx(D| < 1,fx(-) = ee (YE B’); 
(4) fx 在 B" 上 一 致 连续 (关于 B* 中 的 强 拓扑 , 即 关于 算 子 范 数 形成 的 拓 
扑 ); 
(5) 固定 任意 1,… ,ls e B', 给 定 (B, 多 (B), Px) 上 的 取 值 于 Rd 的 随机 
变量 
V(z) = (az)… ,la(z)), 
其 特征 函数 为 
全 如 ) = fx(tilit :+ tala). 
(6) 特别 地 , 若 BB = R4, 则 B* 中 任 一 元 素 1 必 存 在 te Rd, 使 !(z) = 
(tz), (Vz E R4), 此 处 Liz) 是 二 与 了 之 内 积 .反之 也 对 . 于 是 , 取 值 于 Ra 的 随 
机 向 量 的 特征 函数 为 


fx(t1i,.… ,ta) = 人 2 “ Px (dr1,:- ,dra)((ti,.…. ,ta) € R’), (5.3) 
这 与 通常 的 定义 是 一 致 的 . 


证 只 证 (4), 其 余 诸 结论 是 显然 的 . B* 中 的 范 数 用 | .||" 表示 . 任 取 1,!'€ 
B', 显然 有 : 


fx(D) - fx)| < ea) — eit'(®)| px (dz) 


S| 
B 








eiQ(®)-—L(2)) 一 | Px (dz). (5.4) 
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ve > 0, 存在 M > 0, 使 Px({z € B :|zl| > M}) < 7 再 取 6 > 0 充分 小 , 使 
k <5 时 ,ex 一 1 <. 则 当 册 -WI < 妆 时 ,有 


上 


由 (5.4)、(5.5) 可 得 结论 (4). 


定理 5.2 设 (B,||.|) 是 可 分 的 Banach 空间 , ji 和 jw2 是 名 (BB) 上 的 两 个 
概率 测度 , 则 ju 三 ja 的 充分 必要 条 件 是 : 


/ eil(s) 1(dz) = / ealzjioldz) (Vie B'). (5.6) 
B B 


只 证 充分 性 , 必要 性 是 显然 的 . 事实 上 , 任 取 41,:… ,ls € B',ti,:… ,taE€ 


ei(l(z) -1(z)) _ 1| px (dz) 





eill(z)—!(z)) 一 | Pr (dz) < / 
{llzl<M} 


€ 
+2Px(lzl| > M) < 三 + 





E 
主人 (5.5) 


证 
了 及, 今 


d 
L trl 
2 pe (5.7) 


oj ,ta) = 上 
则 由 (5.6) 和 (5.7) 可 知 : 
pi(ti,** ,ta) = p2(t1,** ,ta). (5.8) 
但 是 pj;(t1,… ,ta) 是 定义 在 (B, 多 (B),n;) 上 取 值 于 Rs 的 随机 向 量 
Vi(z) = (1(72),:…: ,la(7)) 
的 特征 函数 (7 = 1,2). 既然 pl = po, 所 以 Vi(z) 的 分 布 函数 与 V(x) 的 分 布 函 
数 恒 等 . (参见 [36] 第 二 章 定理 7.2.) 亦 即 对 任何 4u € 允 (R?)， 
m({zeB:(lh(z),... ,la(z)) € Aa)) 
= ({z € B: (h(x),.… ,la(z)) € Aa}). (5.9) 
注意 (5.9) 是 对 任意 正 整数 d, 任意 4u e 多 (R14), 任意 11,… ,la € B' 成 立 
的 ， 即 HL1 与 /2 在 
={{reB:(l(s),.. ,la(z)) € Aa} :4 € B(R),l,:… ,la € B',d>1} 
上 恒 等 . 但 是 8 是 一 个 代数 , 且 它 产生 的 o 代数 就 是 o(8) = 多 (B). 所 以 由 测 


度 扩张 之 唯一 性 知 : 
H(A)= Hpa(4) (VA € 2(B)). 
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定理 5.3 设 (B,||.|) 是 可 分 的 Banach 空间 , /jpa,Hpa 是 多 (B) 上 的 概率 
测度 , 则 j= His*Ha 的 充分 必要 条 件 是 : 


上 calo)ndz) = / a los / eillw) (dz), leB", (5.10) 
已 B B 
即 是 说 概率 测度 的 卷 积 的 特征 泛 函 是 各 自 的 特征 泛 函 的 乘积 . 
证 必要 性 . 令 

T:BxBPB, T(r,y)=7z+Yy, 7z,yE€B. 
车 = prpz, 则 j= (pi x pk2)oT-1. 所 以 对 任何 1e B*, 有 

/ ell jy(dz) = eil(®)((p1 x p2) oT-1)(dz) 

B B 


/ eils+ty) pi (dz)p2(dy) 
BxB 


= eoldn / eilly) jo(dy). (5.11) 
B B 
充分 性 . 由 于 
上 eills) (pu* p2)(dz) = eil(s) (dz) 上 人 ei jo(dy), 
再 用 定理 5.2 可 知 充分 性 成 立 . 


定理 5.4 设 (B,||.|) 是 可 分 的 Banach 空间 , Xi 与 Xo 是 相互 独立 的 BP 
值 随机 元 (从 而 XX 十 Xo 也 是 BB 值 元 ), 则 Xi 十 Xo 的 特征 泛 函 是 Xi 的 特征 泛 
函 与 X2 的 特征 泛 函 的 乘积 , Xi 十 Xo2 的 分 布 是 Xi 的 分 布 与 Xa 的 分 布 的 卷 积 . 


证 由 定理 5.2 和 5.3 立即 可 得 定理 5.4. 
定理 5.5 设 {X,XX(,n 之 1} 是 一 列 B 值 随机 元 (并 不 要 求 (B, 上 中) 是 
可 分 的 )， {Px,Pxom)7 之 1} 是 相应 的 分 布 列 ， {fx, fx ,n> 1} 是 相应 的 特征 
泛 函 列 , 则 
Pxun) 一 Px 冀 涵 了 yo (1) 一 fx(!) (Yl € B'). 


证 设 Pxm Px. 由 于 对 任何 固定 的 ! e B*,ei(*) 是 定义 在 B 上 的 取 
值 于 复 空间 的 有 界 连续 函数 , 所 以 由 弱 收 敛 的 定义 有 


fx 0) = f OP ds) » f er Pr(an) 
= fx(D). 
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附注 5.1 本 和 定理 之 逆 命 题 未 必 成 立 (参见 86 习题 7). 但 本 定理 之 逆 命题 
对 B = Rs 这 一 特殊 情形 是 对 的 . 这 说 明 一 般 的 Banach 空间 (B,1|.||) 可 能 是 
无 穷 维 的 , 对 有 穷 维 空间 Rs 成 立 的 命题 对 无 空 维 空间 未 必 成 立 . 因此 , 对 RA 
空间 中 有 而 对 一 般 的 Banach 空间 无 的 命题 , 还 得 要 提 一 下 . 

定理 5.6 设 关 是 取 值 于 Rs 的 随机 向 量 , Px 和 fx 分 别 是 X 的 分 布 和 特 
征 函 数 , 则 对 Px 的 任 一 连续 区 间 (a,b] = {(zi ,za) € R14 :a; < Zi < bi,i= 
1 ,qd},4 = (a1,… ,aqd),b = 二 (b1,… ,ba), 均 有 : 


Px((a,b)) = Px((a, > = Px (loa， 


e 一 廊 EQK Eitkbk 
三 im。 1 (H es 
Te ta \k=1 Lentk 


9 es .dta, 
证 明 请 参见 [36] 第 二 章 定理 7.2. 
定理 5.7 设 {X, 久 ,n> 1} 是 一 列 取 值 于 Rs 的 随机 向 量 , 其 对 应 的 分 
布 列 为 {Px, Pxm)m > 1}, 对 应 的 特征 函数 列 是 {fx, fxm,n 之 1}, 则 
Px = Px © fx — fx. 


证 明 请 参见 [36] 第 二 章 定 理 7.6 和 定理 7.7. 
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1. 试 证 下 列 诸 对 应 关系 : 

(a) 二 项 分 布 ,其 分 布 为 px = (sr(1 一 De 人 = 0.1 加 ,其 特征 了 
数 为 f(t) = (pe* + (1 —p))"; ， 

(b) 参数 为 和 的 Poisson 分 布 , 其 分 布 为 pk = eT (h = 0,1,2,.…), 其 特 
征 函数 为 f(t) = e- Xe -Di 

(c) 均匀 分 布 , 其 密度 函数 为 


ff 1 
》 当 Q 乏 0 到 b, 
一 b —a 
p(7) 1 度 过 
其 特征 肾 数 为 (ei?t 一 etet) /i(b 一 a)t; 
(d) Cauchy 分 布 , 其 密度 函数 为 


p(7) = i (a > 0)， 
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其 特征 函数 为 


f(t) 2 eoltltibt, 
(e) Laplace 分 布 , 其 密度 函数 为 


D(zZ) = 二 er il/ (a > 0,—o00 <b < oo)， 


其 特征 函数 为 


f(t) > eibt(1 十 总 
(f) 正 态 分 布 , 其 密度 函数 为 





其 特征 函数 为 


必 


则 


302 


f(t) piat—#0 
2. 试 证 下 列 诸 函 数 是 特征 函数 ， 并 求 出 其 对 应 的 分 布 函数 . 
(a ) fi1(t) = 三 2 ak COS kt (ak 之 0); 
(b) f2(t) = > ake rt (ak > 0); 
(c) f(t) = ee t; 
(d) fa(t) = (sin at)/at. 
3. 若 f(t) 是 随机 变量 X 的 特征 函数 , 则 下 列 函 数 也 是 特征 函数 : 
(a) fi1(t) = 2 » 
(b) f2(t) = = f(s)ds (此 处 一 中 9 定义 为 1). 
4. 设 {F(z)， 只 (wm k > 1} 为 一 询 df., 其 对 应 的 cf 列 为 {f(t), f(t),k 之 1}. 


Oo 。 2 
Mf = OP (n>0), 
T 
Mf = lm 人 ,If OP 
(a) Mf 是 妃 的 单调 非 降 函 数 , 而 且 
lm Mif =1, lim Msf = Mj; 


(b) lim lim wm ( I | 
和 一 00 N00 1 


k= 二 mm 二 
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或 则 为 0 或 则 为 1; 
(c) M(f) = 2(F (zr) 一 下 (zk 一 0))?, 其 中 {zx} 为 F(z) 的 全 部 间断 点 ; 
(d) M(fifo) > M(fi)M(fo2) 


Mnf = (1 元) Fs(dz), 


其 中 Fs(x) 是 |f(t)|? 所 对 应 的 df.; 

(e) lim fa) =f() 有 Mf=0= lim Mfn =0, 但 本 结论 之 逆 不 一 定 成 
Y; 

(0) im HL (= 0) » im M (1 站 = M(f). 

5. 若 d. F(z) 有 密度 函数 ， 则 F(z) 对 应 之 cf.f(t) 在 上 一 oo 时 趋 于 0. 

6. 若 R.V.X 满足 : 


lim 2"P(|X| > z) = 0， 对 一 切 n > 上 成 立 ， 


则 X 的 任意 阶 矩 都 存在 . 
7. 设 R.V.X 和 X 对 应 的 cf 分别 为 f(t) 和 f2(t), 随机 癌 量 (Xi,X2) 的 
cf 为 f(t1,t2), 则 Xi 与 Xz 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 f(ti,t2) = 有 1(t1)f2(t2). 
8. 设 {ex,k > 1} 是 无 穷 维 的 可 分 Hilbert 空间 五 中 的 一 组 标准 正 交 基 , jx 
是 在 ek 上 的 退化 分 布 , 即 jwx({exr}) = 1,4k(H {ex}) =0. 再 令 bo 是 在 O 点 
的 退化 分 布 . 注意 : 现在 五 是 Hilbert 空间 , 故 有 五 * = 五 . 令 jx 对 应 的 特征 
泛 陋 为 


A 人 ea(mpuk(dz) = 上 eilin) jr(dz) 
_ eiler)， (Le 有 H' 二 HH,(z,) 表 z 和 之 内 积 .) 证 明 : 


(D lim fi() =1, Me H'=H); 

(2) bo 的 特征 泛 函 fo(1) = 1(vVie H'* = H); 

(3) 但 是 绝 不 可 能 内 艺 和 当 刀 一 oo 时 . (提示 : 取 有 界 连续 函数  : H 一 
已 满足 g(0) =1, g(z) = 0 ( 当 zl > 3)) 

9. 证 明定 理 2.5 中 的 增 量 不 等 式 、 积分 不 等 式 、 截 尾 不 等 式 及 几 个 积分 的 
估计 . 


重 对 数 律 


在 这 一 章 中 , 我 们 研究 经 典 的 概率 极限 理论 中 的 基础 部 分 , 即 ( 弱 ) 大 数 定 
律 、 强 大 数 定理 、 中 心 极限 定理 和 重 对 数 律 . 

如 不 特别 声明 , 本 章 中 恒 用 R.V. 表示 实 值 随机 变量 , df 和 cf 分别 表示 分 
布 函 数 与 特征 函数 , 6。 表示 仅 在 单 点 集 {a} 上 有 测度 1 而 在 其 他 集 上 测度 为 0 
的 退化 分 布 , 或 者 表示 仅 在 点 a 上 有 跃 度 1 的 阶梯 分 布 函数 , 特别 地 , 称 6o 为 
0 一 1 律 . 如 不 声明 , 随机 变量 总 是 定义 在 完备 概率 空间 (Q, 多, P) 上 的 。 
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定义 1.1 设 {Xk,k 之 1} 是 (0, 多 ,P) 上 的 随机 变量 列 , 如 果 存 在 实数 列 
{an,n 之 1}, 使 得 对 任何 e > 0, 都 有 


, 1 这 
lim 人 ( ®t 








之 :] = 0， (1.1) 


即 
(FE Rg 
. k=1 


则 称 {Xk,k 之 1} 服从 弱 大 数 定律 , 简称 服从 大 数 定律 . 
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命题 1.1 设 随机 变量 列 {X,Xnm > 1} 对 应 的 分 布 函数 列 为 {F(zx), F(z)， 
n 之 1}, 则 
Xn EX F(z) F(z), 
但 逆 命 题 不 对 . 
证 任 取 函 数 F(z) 的 连续 点 x, 都 有 
[F(z) — F(z)| < |P(Xn, < 72)— P(X < 7+e)| 
+|P(X <z+e)— P(X < 7)| 
< P(Xn <7r,X>7T+e)+P(Xn >7,X<T+e) 
+|F(z+e)— F(z)| 
< P(Xn <7r,X>7rT+e)+P(X, >7z,X<T—e) 
+P(z—e<X<rt+e)t+|IF(r+e)— F(z)| 
< 2P(|Xn — X|>e)+F(r+e)— F(z—e) 
+F(z+e)— F(z). (1.2) 


由 Xn 一 ,X 及 zz 是 F(z) 的 连续 点 可 知 : 在 (1.2) 上 令 = 一 0 可 得 
Fn(Z) — F(z). : 
所 以 F(z) — F(z). 


反例 如 下 : 作 特 殊 的 概率 空间 如 下 : Q = {0,1}, 2 = {9$,9,{0},{1}}, 
P({0}) = P({1}) = 二 再 定义 随机 变量 列 {Xan > 1} 如 下 : 


oO 人 Eee n=0,1,2,.…, 
0， 当 w= 1 加 i 
x = 当 w= 0， n= 1,2, 
则 X 的 分 布 函数 丽 (z) 为 


所 以 { 忆 (zhmn > 1} 弱 收 敛 , 但 {Xn,n > 1} 绝 不 能 依 概率 收敛 . 
尽管 命题 1.1 说 , 一 般 地 随机 变量 列 的 依 概率 收敛 并 不 等 价 于 依 分布 收 敛 ， 
但 在 特殊 场合 , 它们 是 等 价 的 . 请 看 
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命题 1.2 设 R.V. Xi 的 分 布 函数 为 已 (ZT)(n > 1),a 为 一 个 常数 , 5。 是 在 
a 点 的 退化 分 布 , 则 
bE F(z) — 66. 


证 必要 性 是 命题 1.1 的 特 款 , 故 只 需 证 明 充分 性 . 设 
F(x) — 50. (1.3) 
因为 对 任何 es > 0， 
P(Xn—al<e) < Fate)— F(a —e). (1.4) 
而 (a 十 e) 和 (a - s) 都 是 退化 分 布 函数 6 的 连续 点 , 所 以 , 由 (1.3) 和 (1.4) 可 
lim P(Xn—al<e)=1 (ve>0), 
此 即 X, 一 > a. 命题 1.2 得 证 . 


根据 命题 1.2 和 第 四 章 的 推论 2.3, 若 要 使 随机 变量 列 {Xk,k > 1} 服从 大 
数 定律 , 必须 而 且 只 需 存 在 一 列 实数 {an,n > 1} 使 下 面 任何 一 个 条 件 成 立 : 
0 
N k=1 


1 2 
2. Po (EEO -on 一 > 00; 
N k=1 


3. 五 (om (二 入 (Xk 一 on) ) ) 一 >? 1. 此 处 exp(z) 表 e7. 
k=1 
定理 1.1 (Khinchin) 设 {Xn,n > 1} 是 相互 独立 、 具 有 公共 分 布 函 数 
F(z) 的 随机 变量 序列 , f(t) 是 其 公共 的 特征 函数 , 如 果 五 (Xn) = 0 存在 , 令 
Be n= 1,2,.…, 
Wi 
则 
El(exp(itSn,/n)) — 1, 
即 {XN,n 之 1} 服从 大 数 定律 . 
证 由 于 {Xn,n > 1} 相互 独立 且 有 公共 的 特征 函数 f(t), 所 以 
El(exp(itSn /7n)) 


二 I E(exp(itX/n))=f (二 ， 


k=1 
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但 是 
1(E)= /10+ to(E) 
=1+o(E) pe 
所 以 
万 (SS /n)) = (4 二 (5)) i 
定理 证 毕 . 


推论 1.1 若 {Xn,n > 1} 是 相互 独立 具有 公共 分 布 函数 的 随机 变量 序列 ， 


lim Elexp(it(Sn — np)/n)) = 1, 
即 是 {Xn,n 之 1} 也 服从 大 数 定律 . 
例 1.1 (Benoulli 大 数 定律 ) 设 5, 是 ”次 相互 独立 的 试验 中 事件 4 出 


现 的 次 数 , p 是 事件 4 在 每 次 试验 中 出 现 的 概率 , 则 由 推论 1.1 及 命题 1.2 有 
Sn P 


ni? 


此 即 “频率 5%/n 趋 于 概率 p”. 
由 此 可 见 , 大 数 定律 给 概率 的 统计 定义 提供 了 一 个 理论 根据 ， 历史 上 将 例 
1.1 称 为 Bernoulli 大 数 定律 , 也 是 最 早 、 最 简单 的 一 个 大 数 定律 . 


$2 ”独立 同 分 布 随机 变量 列 的 中 心 极限 定理 


定义 2.1 设 {Xn,n > 1} 是 随机 变量 列 , 如 果 存 在 一 列 实 数 {an,n 之 1} 和 
一 列 正 数 {bn,n 之 1}, 使 


则 称 {Xn} 服从 中 心 极限 定理 , 其 中 N(a,o?) 表示 数学 期 望 为 a, 方差 为 o? 的 
正 态 分 布 . 
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定理 2.1 设 {ZXa)m 关 1} 是 一 列 相互 独立 且 具 有 公共 分 布 的 随机 变量 , 其 
公共 方差 var(Xn) = 02 = a2 存在 , 且 EE(Xn) = 0. 令 


一 DX, s2 一 var(Sn) = no’, 
k=1 
则 
gq \-1 
Po ( 宇 ) 也 N(0,1), 
即 {Xn} 服从 中 心 极限 定理 . 


证 令 f(t) 为 {Xn} 的 公共 特征 函数 , 由 于 X 的 二 阶 矩 存在 , 且 E(X) = 


0, 所 以 
f (让)= OO+ HO + (二 + 人 (二 ) 
人 
-全 
从 而 
E(exp(itSn,/sn)) = ( 一 = 十 0 5)) | 
此 即 
Po( 至 ) 一 N(0, 1). 
定理 证 毕 . 


推论 2.1 若 {Xn,n > 1} 为 相互 独立 且 具 有 公共 分 布 的 随机 变量 列 , 且 
E(X,) = p,var(Xn) =02 =a20<o2 < oo, 则 


Sn—np\ YY w 
Po| 一 -一 | SS N(,1), 


Sn 
nN 
其 中 Sn = 5 Xk,32 = no?. 
k=1 


例 2.1 (De Moivre - Laplace 中 心 极限 定理 ) 设 5% 为 n 次 独立 试验 中 
事件 4 出 现 的 次 数 , 而 每 次 试验 4 出 现 的 概率 为 pe (0,1), 则 


一 1 
Sn SE npD w 
卫 o | 一 一 N(0, 1). 
(总 a 
这 是 最 早 也 是 最 简单 的 一 个 中 心 极限 定理 . 
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83 独立 随机 变量 列 的 大 数 定律 


在 第 1 节 中 , 我 们 证 明了 独立 同 分 布 的 随机 变量 列 ， 只 要 它们 的 公共 数学 
期 望 存在 , 大 数 定律 总 是 成 立 . 但 在 分 布 不 同 的 场合 , 情况 就 复杂 一 些 . 下 面 我 
们 给 出 对 一 般 独 立 的 随机 变量 列 而 言 , 它 满足 大 数 定律 的 各 种 充分 条 件 . 

在 正式 讲 大 数 定律 以 前 , 我 们 先 讲 几 点 附注 . 

附注 3.1 特征 函数 的 对 数 . 这 本 是 多 值 函 数 , 但 我 们 约定 取 主 值 . 

若 cf f(t) 在 |t| < 工 内 无 处 为 0, 则 log f(t) 定义 为 满足 下 述 二 条 件 的 连 
续 函 数 p(t) : 

(1) e?® = f(t), lt| <T; 

(2) %(0) = 0. 

附注 3.2 ”关于 两 个 分 布 函数 列 的 等 价 性 . 

称 两 个 分 布 函数 列 {五 ,(z),n > 1} 和 {Gn(z),n > 1} (或 相应 的 (L-S) 测度 
{Fn > 1 和 {Gn,n > 1}) 是 等 价 的 , 如 果 对 {,(z),n > 1} 的 任何 一 个 弱 收 
伍 子 列 {Fh (z), 大 > 1), 


Fw(z) — F(z) (一 oo)， 
都 有 
Gas(z) 一 F(z), (一 oo)， 
且 反 之 亦 然 . 
由 上 述 定 义 看 出 : 若 丽 (z) 一 F(z), 欲 证 Gn(z) 一 > F(z)， 只 需 证 明 
{Fn(z),n 之 1} 与 {Gn(z),n > 1} 等 价 就 行 了 . 


命题 3.1 (等 价 性 引 理 ) 若 P(X 关 阮 ) 一 0, 则 {PoXil,n 之 1} 与 
{PoY-!,n 之 1} 等 价 . 


证 由 
IP(Xn 和 71) — P(Yn < zx)| & P(Xn, & 7,Yn > 1) + P(Y, < 7, Xn > 7) 
< 2P(Xn # Yn) 
立即 可 得 命题 3.1. 
附注 3.3 关于 中 位 数 . 


命题 3.2 若 RV. 久 满足 Pla< XX<b)> > 则 多 在 [a, 四 上 至 少 有 一 个 
中 位 数 . 
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证 令 a= sup {2 :7 Ela,bl, P(X < 7) < 引 则 a 就 是 XX 的 一 个 中 位 数 . 
注意 : 中 位 数 恒 存 在 , 但 不 一 定 唯 一 . 
命题 3.3 若 RV.X 满足 P(X|>e) < aw 是 X 的 中 位 数 , 则 |a| < 
证 若 a>e, 则 
P(X|2 6) > P(X > 6) > P(X 2 0) >3, 
这 与 命题 的 假设 矛盾 . 
若 CQ < 一 E) 则 
P(X|>e)> P(X <-e)> PX <o)> 
这 也 与 命题 的 假设 矛盾 . 
总 之 , |a| < &. 
命题 3.4 设 a 是 R.V.XX 的 一 个 中 位 数 , X' 与 X 独立 同 分 布 . 定义 Xs = 
XX 一 X' 为 XX 的 对 称 化 RV. (注意 P(X* < 2x) =P(-X* <z)), 则 


1 
aP(|lX —al>7) < P(X°|>2). 


P(X* < -7z)> P(X<a-7z,X'>a) 
= P(X <a_ zs)P(X'>a)> 3P(X 和 
= SP(X 一 a < 一 Z). 
P(X*>7)> P(X>at+z,X'<a) 
= P(X >at+z)P(X’'<a) 
> P(X — a > 2)°3. 


由 上 述 二 不 等 式 即 得 命题 3.4. 


定理 3.1 (Chebyshev) 设 {Xn,n > 1} 是 相互 独立 的 满足 var(Xn) 么 
C < oo (n 之 1) 的 随机 变量 序列 . 令 Sn = Xk, 则 
k=1 


1 
po (Sa EA 


nN 


(其 中 60 是 0 一 1 律 . 今后 不 再 说 明了 .) 
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证 利用 第 三 章 定理 2.1 的 Chebyshev 不 等 式 可 得 


也 


< var (2 < 和 var (Sn) 
E 











n (ne)? 
a 
~ ne2. 
所 以 和 
Po (2 一 60. 


例 3.1 (Poisson 大 数 定律 ) 设 5 是 ”次 相互 独立 的 试验 中 事件 4 出 现 
的 次 数 , 而 pk 是 事件 4 在 第 次 试验 中 出 现 的 概率 , 则 


—1 
Po( 守 -t W 60. 
nN LA 


定理 3.2 (Markov) 设 {Xn,n > 1} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , (Xn) 
=0 (n = 1,2,…), 且 对 某 个 0<5<1 有 


1 Nn 
5 DE (XK) 一 0 (n 2 00), 
k=1 


则 
on : 
pal nt 


k=1 


证 令 j= 瑟 (|Xk|"), f(t) 为 Xk 的 特征 函数 , 则 由 第 四 章 定理 3.4 有 
2 ) = fi.(0) + 成 (0) 二 十 bak21-51 的 四 
fr (2) = fr(0)+ fr( ,= nk Hits (#) Te 
其 中 |0%x| < 1. 令 


则 
fr 各 一 1 十 wnk(t). 


但 是 


局 (k) 
lim max 4 —+° 一 
n 一 ooT&k<m | ni+s < dim i > sts = 0 
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所 以 
Jim, max, lwnk(b =0 (在 |t|< TT 上 一 致 成 立 ). 
因此 , 当 ”充分 大 时 ， 
log fi (#) = log(1 + wn,k(t)) 
= wn,k(t) + own,x(t)) (n= 00). 
所 以 


E(exp(itS»,/n)) = [[ E(exp(itX/n)) 


二 i (9 = exp (eeIx 9) 
= be rt 中 


但 是 , 由 定理 假设 知 (注意 |0%,x| < 1) 





。 一 。 2 1 十 0 0 一 0， 
eR) i 115* nt 
所 以 
El(exp(itSn/n)) — 1 
定理 证 毕 . 
定理 3.3 设 {Xn,n 21} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 对 应 的 分 布 函 数 为 
{Fn(zZ),n 之 1}, 满足 BE(Xn) 三 0. 车 


(1) im 点 Jlzlzn Rdz) = 0; 
(2) lim — i Jlzl<n Tr(d7) = 0; 


nO00 


@) lm 十 记 end = 0 
则 


BN m > 
Po 这) 一 一 00 (x* Sn 一 x ) 。 
证 作 R.V. Xn,k 如 下 : 


人 Xk， 当 [Xx| < Nn, 
Xnk 二 
0， 当 [Xk| Zn. 
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少 


n 
Sn,n = > 0 (n > 1), 
k=1 


由 于 
ee 
Pp (和 z 3 < Do PO # Xi) 


1 
和 Fi (dz), 
hi 
一 1 
所 以 ， 由 条 件 (1) 和 命题 3.1 知 分 布 列 {7-(2) my 下 与 分 布 列 


一 1 
{7 (2 ,Nn 之 上 等 价 ， 因 此 , 由 附注 3.2 得 知 : 为 证 定理 3.3, 只 需 


但 是 , 由 条 件 (2)， 


因此 , 为 证 定理 3.3, 又 只 需 证 明 


soe) 


但 是 , 由 条 件 (3), 有 


1 nN 
< 区 2 E (Xn,x) 
一 1 


< mn) 0 (nm 0) 








定理 得 证 . 
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推论 3.1 设 随机 变量 序列 {Xn,n >1} 相互 独立 ,其 对 应 的 分 布 也 数列 为 
{F(z),n > 1}, 5, = Xk, 忆 (Xn) = pn 存在 (n > 1). 车 


(1)’ lim 2 / opel2n Feldr) = Os 


NOO 


(2)’ lim 一 Ey J i (ZT — pk)Fx(dr) = 0; 


2 1 


(3)’ lim 二 > js nD pr) Fx(dr) = 0, 


则 
一 1 
A (全 -| 汪汪 


7 


84 独立 随机 变量 列 的 中 心 极限 定理 
定理 4.1 (Liapunov 中 心 极 限定 理 ) 设 {Xn,n > 1} 为 相互 独立 的 随机 
变量 序列 , (Xn) = 0 (Yn > 1), 若 对 某 个 5 > 0, 有 
-5 > E (|Xxl2+°) 一 0 (mn 一 oo)， (4.1) 


大 一 1 


则 


其 中 95， = DS Xk, s2 = var(Sn), of = var(Xk). 
k=1 
证 记 p09; = BB(Xx|2+5), fr(t) = E (eiX*). 
(1) 先 设 存在 0 < 6 < 1 使 (4.1) 成 立 . 
由 特征 函数 的 Taylor 展开 有 


fk ( 评 ) =1+ fi(0 ) 二 本 和 (二 


(k) 1 和 AM 
1—6 ED ne 
二 nk Haretr Tio) ro) 局 
pe 4 \ 2+6 
ee a 1 /tt Onk| < 1). 
1 2 (二 + On,k2 H2+5(1 + 6)(2 +56) (去 ) ) (| nk| ) 


少 


G2 EN i 1 Ee 
rr) ， 
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则 由 (4.1) 得 








1 人 
im | 5 < lim = 0. (4.2) 


由 Holder 不 等 式 有 : 


k 
+15 ~ E(|Xkl) < E (Xl2+s) 一 





所 以 
:EE . 
由 (4.2)、(4.3) 得 : 、 
ne 。 
由 (4.3)、(4.4) 知 : 
lim max |wnxk(t)|=0 (对 由 < 一 致 成 立 ). (4.5) 


no0 1<k<n 


因此 , 当 充分 大 时 , 对 = 1,2,… ,n， 
og fe (EE) = og(L+ mxl) 








存在 , 而 且 
log fx (二 一 log(1 + wn,k(t)) 
= Wn,k(t) + o(wn,g(t)), (一 oo)， 
所 以 
E | ex On = I f 
(ee 开关 全) 
= exp 本 (wn,k(t) + o(Wn,k( | (4.6) 
k=1 
但 是 由 (4.1) 知 
二 二 o2/t\? 本 pe) 
ent 国 2 对 (EE) + 到 十 3 6) A | 
1 2 2 及 








E> re G1 2+5 


-3 ( 当 n 00). (4.7) 
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由 (4.5)、(4.6)、(4.7) 得 


9 \-! 
即 Po[ 二 一 > N(0, 1). 


(2) 再 说 存在 6> 1 使 (4.1) 成 立 . 
首先 注意 : 若 R.V. Y 满足 五 (| 2+2) < co, 则 由 Hilder 不 等 式 有 : 


E(YF)=E(YIE .YI ) 
< [EB (YI+5)] [B (IYI)] 二 (4.8) 


今 作 R.V. Y 具有 分 布 数 = 沁 Fi(z), 其 中 F(z) 是 Xs 的 分 布 函数 , 则 对 任 
何 7+, 有 : 


E (YN) -+> a [zl Fe(dz) 
= (pe (4.9) 
所 以 , 由 (4.8) 和 (4.9) 得 
2 i>5 (Xf) = BOYE) 
< [E (IYI+5)]? [EOYI)] 于 


i 3 守 
< [E23eops)| 由; ex ; 





所 以 


D5 (XP) < bot | bt Cup | 


-这 soxeo] Fe (4.10) 
k=1 


把 (4.10) 两 边 除 以 s3 并 注意 现在 第 (2) 段 假定 了 (4.1) 对 6 成 立 , 故 


1 nn 
BE( [Xxls) <| rE ap) — 0. (4.11) 


k=1 k=1 
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(4.11) 说 明 存 在 6' = 1, 而 当 (4.1) 中 的 6 取 为 8 时 成 立 . 由 第 (1) 段 的 证 明知 
一 1 
Po (于 ) 一 N(0,1). 


Sn 
定理 证 毕 . 
定理 4.2 (Lindeberg) 设 Cn, > 1} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ， 
Var(Xn) = 02 < oo 存在 , E(Xn) = Fn(z) 是 Xn 的 df., (nm = 1,2,.…). 令 


n 2 
52 = ks i DX 则 (2 二 > N(0,1) 而 且 -0 
的 充分 必要 条 件 是 : 
任 给 e > 0, 都 有 


def. 1 


gn(E) 一 | 三 TFi(dr) 一 0，( 当 对 一 oo). (4.12) 


(一 般 称 条 件 (4.12) 为 Lindeberg 条 件 .) 


证 充分 性 . 若 对 每 个 s, 都 有 gn(e) 一 0, 则 对 每 个 , 存在 nx, 使 wk+i > 
1 1 
Nk, gn (i) < 三 (vn 之 nk). 取 
1 
En 一 天 ( 当 mk & nN < mk+l)， 
则 有 
im, 9n(en) = 0, im a 9n(En) =0. (4.13) 
显然 ， 


oR 
lim max 
了 一 Oo 1<k&n Sn 


= lim max 一 上 2Z2 有 (dz) 一 / 72 Fy (dz) 
?一 oo 1 和 Sn Sn | /zl>ensn |z|<ensn 


< lim [gn(en)+en] = 0. (4.14) 





—1 
再 证 Po ( 诗 ) 全 N(0,1). 为 此 , 令 


不 a Xk， 当 [Xx| < EnsSn, 
” 【0， 反之 , 


Sm Xk (2 
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P (至 # Sn < YN P(Xny # Xi) 


k=1 


SS / A | r2F (dz) 


2g 
k= 二 1 |z|>ensn E nen k=1 |z | 之 en sn 


a 机 :9n(en 一 0 ( 当 n 一 00) 


9 \ -1 9 一 1 
此 即 (> (对 ) my 与 (> (2 ,n> | 等 价 ， 因 此 , 由 命题 
3.1, 欲 证 
9 一 1 
Po (至 ) 一 N(0,1), 
只 需 证 明 : 
a 
Po (和 |) 一 N(0,1). (4.15) 


但 是 , 由 EE(X) 三 0 及 Xnk 之 定义 知 : 


























IE(Xn,x)| = J rF(dr)| = J rrr(dz) 
< 二 poo |: (4.16) 
所 以 由 Sn 的 定义 (4.16) 和 (4.13) 知 
E(Snn)| , 
2 本 IE(Xn,r)| < 人 7* Fi (dz) 
= gn(en) 一 0 ( 当 n 00). (4.17) 
因此 
E (ee | 
所 以 , 欲 证 Po (2S) = 二 N(0,1), 又 只 需 证 
E (explit(Snn — E(Snn))/sn]) = eit (no 00). (4.18) 
令 
8 一 var(9nn) = 》， Var(Xn 天 )， (4.19) 


k=1 


84 ”独立 随机 变量 列 的 中 心 极限 定理 . 133 . 





由 五 (Xe) 三 0 得 
5 
| 号 
2 
_1 ee a a rh.(dzr 
| 


2 
1 n n 
= > | rz2F (dr) + 2, 4 cn 
Sn k=1 |z|>en sn k=1 |z|<ensn 


a 2 
= 二 = | J span) 











k=1 
2 
< 2 
glo “22 a > (1 Pa 
2 
me 
gnlEn) 人 E2 ;( 训 fs Pa 
1 
= gnlen) + 39n(En) (4.20) 
由 (4.20) 和 (4.13) 知 ， 
im 了 生 东 (4.21) 
而 
LL El( (|Xn, kk Xn ,| 3) 
3 nn 天 一 1 
1 nN 
( [EX Fd) + IE(Xn)F 人 men 
5 
n,n 二 1 |z|<ensn |z| 之 en sn 
2en sn Ee En 
1 le — BCC) Fe (dn) + Segn(en) 
nn 1v |z|<ensn n,n 
2c sn Ensn 
< ee . (|Xn,k 二 E(Xn,p)|?) 十 2 gn(en) 
Nn n,n 和 
__ 2en Sn 十 7 (e ) (4 22) 
” 5 9" 人 
所 以 由 (4.21) 、(4.22) 和 (4.13) 知 : 
im 喜 - 和 E(|Xnx — E(Xnx)|)=0. (4.23) 


NN 大 一 1 
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由 (4.23) 及 定理 4.1 知 
E (explit(S»,n — E(Sn,n))/snn]) — e-3. (4.24) 


再 用 lim -22 = 1 及 第 四 章 推论 2.2, 由 (4.24) 可 得 (4.18). 定理 的 充分 性 部 分 


SN oz 
Po ( 衬 ) 一 N(0,1)， 且 im max ==0. 
n 


—00 1<k<n 52 


令 大介 为 Xk 的 cf.. 则 由 
2 
所 (三 ) =1+O) 二 +01(0)3 (二 ) 











可 推出 2 
因此 , 当 nn 充分 大 , 1 < kh <n 时 ， 人 a 存在 . 由 假设 知 
t 1 ,2 
lim Tf —)=e 2t. (4.26) 
把 (4.26) 换 成 对 数 形 式 : 
t 1 
lim log 大 | 一 | = —=t, 
2 k (去 ) 2 
即 


SCODERNO 


mex, Mb < K(t) <o0 (vn>z1). 


Sn 


2 

t 

一 |】 一 < 

() 下 < 澡 吕 四 (去) 

_ max |fh ti 0o ( 当 n 一 oo)， 
2 1<k<n Sn 


其 中 


而 


k=1 
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所 以 
im Ss (ns (二 ) 过 一 -5 (4.27) 


对 (4.27) 取 实 部 即 得 


即 


2/ (om 之 一 1 有 (dz) = 一 +ol) ( 当 n 一 0%0). (4.28) 


k=1 


但 是 
( 一 COS 纪 ) Fr(dz) 


k=1™ IzI<esn 


| (E) 5 (dz) 

DN a k 

|zl<esn 2 Sn 
2 

< / Ee / i 
Sn k=1 R |z|>esn 


tb > 2 / 2 
一 Ok 一 QZ 
252 |z|>esn ( ) 


12 
三 了 lt — gn(é)), (4.29) 


n 


2 了 / rz Fy (dr) 


/eR 
= 名 gn(e) < 与 (4.30) 
把 (4.29) 、(4.30) 代入 (4.28) 得 
o0G)+ 瑞 < 友 ( -go(o)+ 号 当 n 一 00) 


即 
2 


o<me < 号 (号 +oD) 他 n 一 oo 
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先 令 n 一 co, 再 令 t 一 co 即 得 
im gn(E) =0 (ve > 0). 
定理 证 毕 . 


推论 4.1 车 把 定理 4.1 中 的 条 件 百 (Xn) = 0 (Yn > 1) 改 为 EB(Xn) = pn 
存在 (Yn > 1), 把 条 件 (4.1) 改 为 


1 n 
-5 SE(Xk— E(XE)|+) 一 0 (一 oo)， (4.1)’ 
n k=1 


而 其 他 条 件 不 变 , 则 有 
Si PON gy 
Po (S22) 一 N(0,1). 
推论 4.2 车 把 定理 4.2 中 的 条 件 (Xn) = 0 (Yn > 1) 改 为 B(|Xn|) = pn 
存在 (Yn > 1), 把 条 件 (4.12) 政 为 


Re 训 2 J (z — pp) Fi(dr) 一 0 (n— 0%0), (4.12)* 
而 其 他 条 件 不 变 , 则 有 
《Po (==) : = N(0, 1), im aa 中 =0》 
会 (4.12)” 成立. 
以 后 对 这 种 小 技巧 不 再 解释 了 ， 在 概率 极限 理论 中 , 假定 (Xk) = 0 与 
已 (Xk) 存在 , 无 本 质 差异 . 
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在 $1 和 83 中 所 讨论 的 大 数 定律 是 随机 变量 序列 {Xi,k > 1} 前 n 项 的 算 

术 平均 的 “正则 化 ” - 冶 CXs 一 px) 的 依 概率 收 剑 的 问题 , 这 类 大 数 定律 也 称 为 
一 1 

弱 大 数 定律 .在 85 中 , 我 们 将 要 研究 的 强大 数 定律, 即 三 学 (Xk 一 zh) as 收 全 

的 问题 . 本 节 中 , 完备 概率 空间 (Q, 多 , P) 是 给 定 的 . 


引 理 5.1 ( 政 olmogorov 不 等 式 ) 设 随机 变量 Xi1,… ,Xn 相互 独立 ， 
刀 (Xk) = pk, Var(Xk) = 02 都 存在 (k= 二 1,… ,mn), 则 对 任何 e>0 都 有 


nn 
co 


k 
> < 一 一. (5.1) 


2_(X — pi) 





人 








P| max 
l1<ke<n 
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Sk = >》_ (Xi — pi), B= (ss Sx| > 


上 一 1 
Bk = (Ns < NN{lSk| >e}, k=1,.…,n 


i=1 
(让 Gi 定 六 为 全 空间 , 即 到 二 {sil > ， 则 由 {… ,Bn} 两 两 不 灾 
U Bs = B 及 {Xi,… ,Xn} 相互 独立 可 得 
二 1] 


n 2 
| S2dP -上 上 十 29k > (Xi— pi) 十 ( > (Xi; -站 aP 


i 一 十 1 i=k+1 


stap+ { (ee- ] oe 


i=k 十 1 


> | S2dP. . (5.2) 
所 以 由 {Xi1,… , Xn} 相互 独立 及 (5.2) 得 


>》 只 =var ba = / S2dP 
k=1 i=1 2 
> 上 S2dP = S2dP 
nN Nn 
> >》， | StdP > 》 e2P(Bk) = 2P(B), 
k=1 Bx k=1 


此 即 (5.1) 成 立 . 引 理 证 毕 . 
定理 5.1 设 随机 变量 序列 {Xn,n 之 > 1} 相互 独立 , EE(Xn) = pn, var(Xn) = 
02 都 存在 , (n = 1,2,.…). 则 随机 级 数 3 Xn L? 一 收敛 ( 即 存在 平方 可 积 的 随 


机 变量 XX， 人 了 (| (全 x ) - -x 2 一 0) 的 充分 必要 条 件 是 : 


Sp 与 都 收敛 . 


n=1 


此 外 , 若 六 Xk Es 六, 则 DD pn = E(X), 入 02 = var(X). 
k=1 n=1 n=1 
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Sx 2 
k=1 
则 
Jim E | (> x ) 一 XX | = 0. (5.3) 
k=1 
由 
ee 一 》 pgk| <E (> | 
k=1 k=1 
nn 2 
下 人 
k=1 
立 得 


> = 五 (X) 收敛 . 
又 因为 由 {Xn,n > 1} 的 相互 独立 性 有 
-weo -mr (A) 
k=1 
i 2 加 2 
E(X?) ~ E(X)*-E (Es) ) + (Er) 
k=1 k=1 
n 2 Nn 2 n 
<E (Ex ) +2E | (Sx) — XO Xx 
k=1 k=1 k=1 
nn 2 
(Sr) — E(X) 
k=1 


但 是 由 Halder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 有 
n 2 n 
E | Ex) -二 
大 一 1 k=1 
a 
(他 咱们， 
k=1 
(EF 











var( 义 ) 一 > var (XX) 
k=1 

















(5.4) 














) 


YX -xx 
k=1 














和 了 xx 
k=1 


n 


Xx—X 


k=1 





) ra (5.5) 
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以 (5.5) 代入 (5.4) 并 注意 E(|X|?) = 82 < oo， > pk = 五 (X) 收敛 及 (5.3) 可 得 


> o2 =var(X) 收 钱 . 


n=1 


充分 性 . 事实 上 , 由 


S02 < Oo 及 E | >》 (OK 一 Pk) 
n=1 k=1 


k=1 








2 nN 
| < >》 o 
可 知 


{Ee 一 Pk),n 之 !| 
k=1 
是 一 个 基本 [2 收敛 序列 , 从 而 它 是 [2 收敛 序列 .又 因为 pn 收敛, 所 以 
{ Xn > 1!) 用- 收敛 . 
k=1 

定理 5.2 设 随机 变量 序列 {Xn,n > 1} 相互 独立 , EE(Xn) = pn var(Xn) = 

02 存在 》 ps 和 Yo2 收 化 ， 则 
=1 


(1) > Xn L2 一 收敛 , 且 5 (ES x ) 三 入 pvar (器 Xx, ) = 入 02; 
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 
(2) 六 XX。 as, 收敛 ; 
1 


P( gs 


l1&<n<oo 


n 


Xe — Dk) 
证 (1) 可 由 定理 5.1 立即 可 得 . 
(2) 不 失 普遍 性 可 令 pn = 0 (n = 1,2,…). 再 令 








之 = < 5 ao2/s2 (Ye > 0 成 立 ). 
n=1 


So 三 0, Sn = > 
k=1 
am = sup{|Smi+k — Sm| :k= 1,2,.…}, 
a = inf{am :mm = 0, 1,2,.…}, 
则 对 任何 wo e 0, 党 Xa(w0) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 a(wo) =0. 因此 , 欲 证 
DD XX%。 a.s. 收敛 ， 


n=] 


只 和 需 证 明 对 任何 e > 0, 有 


P(ga > e)=0. (5.6) 
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事实 上 ， 
Pl(a > e) < P(am > &) 
= P(sup{|Smik — Sm| :k=1,2,...}>e) 


E 
< 三 过 E 一 二 
<P (au lim (28 |Sm+k — Sm| 郑 & =) 
。 E 
= ? (es Sm = Snl> 0- ) 


1 m+n 
: 2 
Se (5.7) 
(e 一 = ) ?一 人 十 1 
7 


由 于 芝 o2 < oo, 所 以 , 在 (5.7) 中 令 m 一 oo 即 得 (5.6). 故 (2) 成 立 . 
n=1 
(3) 在 (5.7) 中 取 m = 0 并 令 > 一 co 即 得 (3). 定理 证 毕 . 
定理 5.3 设 {Xn,n > 1} 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 且 |Xn| < C，a.s. 


(vn > 1). 车 > Xn 在 某 一 个 PP 正 测 集 上 收敛 , 则 
n=1 


2_E(Xn) 和 > 展 收 伊 . 
n=1 n=1 


证 先 设 (Xn) =0 (n> 1). 令 50 =0,5, = 并 Xh (n > 1). 由 定理 的 假 
k=1 
设 知 : 存在 Bi 使 P(B1) > 0 且 3 Xi(w) 收 化 ,|Xi(w)| < C (Vw € Bin 1). 


再 用 Eropos 定理 可 知 : 存在 一 个 Bs c Bi, P(B2) > 0, 使 > Xn(w) 在 we Bo 
上 一 致 收敛 . 所 以 , 任 给 s > 0, 存在 正 整 数 NN, 使 


1S8 — SN(w)| <e (Vw€ Bo,m > 0), 


[SN+m(w)| < |Sn(w)|+eg Nete (Vw € B2,m > 0). (5.8) 
又 显然 有 

[Ss(w)| < Ne+e (vn < Niwe B). (5.9) 
由 (5.8) 和 (5.9) 得 知 

[Sas(w)| < Ne+e (vn > 1,w€ B,). (5.10) 
即 


记 作 六 





了 2 C 门 tls | < Net+e} 天 


也 一 0 
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令 Nn 
Dn= 仆 {lssl < Nete} (n>0), 
k=0 
则 Dn 1 了, P(D) > 0. 再 令 
d= Nete, F,= Dn_i1— Dn, on= S2dP, 
Dn, 


则 由 {X%,n > 1} 相互 独立 及 假设 (Xn) = 0 得 : 
Qn 一 On-1 = [ S2dP — / S2_1dP 
D,, D1 
= / S2dP — / S2dP — / S2_1dP 
Dn_1 Fn, Dn-1 
: / (X2 + 2XnSn_1)dP — W S2dP 
Da Fb, 


这 X2dP 一 [ S2dP 
Dn-i F, 


= X2dP— | S2dP 
hio.., n 上 n 
1p,_1dP. 上 X2dP— | 52dP 
0 0 Fr, 
> P(D)var(Xn) — P(F,)(d + oc)?. 
把 (5.11) 两 边 对 nn 从 1 到 M 求 和 得 
M 
ar > > P(D)var(Xn) — (d+ o)?. 
n=1 


由 am < 2, (VM > 1),P(D) >0 及 (5.12) 可 知 


3 var(Xn) < oo. 


n= 二 1 


141 ， 


(5.11) 


(5.12) 


现在 取消 E(X) = 0 的 假设 . 作 新 的 随机 变量 序列 {Xi,n > 1}, 使 之 与 
{Xn,n > 1} 相互 独立 , 且 Xi 与 X 之 分 布 相同 (利用 乘积 空间 技巧 , 这 样 的 
随机 变量 序列 是 存在 的 ). 令 到 = 和 一 和 (n> 1), 则 {,n > 1} 相互 独立 ， 
(7) = 0,| 丈 | < 2C,a.s. (Yn > 1). 因此 由 前 面 的 证 明知 DD Var(Yn) < oo, 从 


而 > var(Xn) = 5 > var( 了 到) < co. 所 以 
n= n=1 


Se — E(Xn)) < oo， S E(X», — E(Xn)) = 0. 


n=1 
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因此 , 由 定理 5.1 知 
De 一 忆 (Xn)) a.s， 收敛 ， 


而 六 X。 在 某 个 正 测 集 上 收敛 , 所 以 六 五 (X) 收敛 . 定理 证 毕 . 


“十 面 我 们 要 证 明 强大 数 定律 , 为 此 " 先 证 明 几 个 引 理 . 


引 理 5.2 (Borel - Contelli 引 理 ) 设 {Bn,n > 1} 是 一 列 多 中 的 可 测 
集 . 
(车  P(B,) < oo, 则 P( lim sup Bn ) =0; 
n=1 9 一 OO 


(2) 若 忆 (lim sup Bu) = 0 且 {Bnim > 1} 相互 独立 , 则 六 P(Bn) < oo 
人 一 OO n=1 

证 (1) 设 六 P(B) < co 则 
n=1 


Pp (lm sup Bn) = 人 U a) 


1 k=n 


Oo Oo 
-下 ?个 凤 < 到 疡 reo- 


k=n k=n 


(2) 设 P (lim, sup Bn ) =0 且 {Bi,n > 1} 相互 独立 , 则 


Oo Oo 
wo € im sup Bn = 门 U Br 


n=1 k=n 
的 充分 必要 条 件 是 
> 1s, (wo) 发 散 
n=1 


所 以 ,由 书 (lm sup Bn) = 0 可 以 推出 
> as。 收敛 
而 |1sBu(w)l 和 1 (Yo em > 入 所 以 由 定理 5.3 知 : 
DP 二 > Pls,) 收敛 


引 理 5.3 设 实数 矩阵 {an k,l1 < kn,n 之 1} 满足 
(1) knti > kn > n (Vn > 1); 
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(2) 对 每 个 大 > 1 都 有 lim ank = 0; 
jn 

(3) 2 lanxr| & c < oo (Yn > 1). 
k=1 


kn 
再 令 {zn,n 之 1} 是 实数 列 ， Zh 一 》， Qn,kThk (n 之 1), 则 
k=1 
1° zn 一 0 全 21 一 0; 


kn, 
2 “zn 一 2 (ZX 是 实数 ) 和 >》 an 一 1 人 00 一 2. 特别 地 , 若 
大 一 1 


an 一 Qk, kn = Nn, 


bn (So) Tooe ( 当 n1To0)， 


k=1 


则 


nN 
“nm 一 2 一 一 > QkrTk — 7.” 
bn k=1 


证 1° 设 zn 一 0, 则 对 任何 。 > 0, 存在 正 整数 N(e), 当 n > N(e) 时 有 
|zn| < ~ 所 以 
N(e) 
[x4| < > |ankzk| + €. (5.13) 
k=1 


由 于 lim ok = 0 (Vk > 1), 所 以 在 (5.13) 中 令 n 一 oo 得 
lim supl|zn| &é. (5.14) 


由 e >0 可 以 取得 任意 小 , 由 (5.14) 知 z, 一 0. 


2° 石 


kn 
>》 ang > 1， zn 一 X ( 当 n 一 oo)， 
k=1 


则 

kn kn 

二 全 (> an KZ 十 >》 amk(Z 一 中 一 7 ( 当 n 一 00). 
k=1 k=1 
eg 位 or) 1 oo, 则 取 
k=1 
Qk 
Qn,k 一 pb (k= 二 ,jn kn = n), 

必 有 


kn 
Dank — 1, Zn 一 2 ( 当 n 一 oo)， 
k=1 
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所 以 
1 n kn, 
>》 QkTk 一 > an,kTk = Th 一 7. 
?k=1 k=1 
引 理 5.3 证 毕 . 


推论 5.1 若 Sy 收 伊 , 且 b, ?00, 则 
k=1 


bial 十 :Sn 十 bnan 
bn 


证 令 5=05s=a+…+on (n 之 1), 则 


0 (5.15) 


1 n—l1 
= (s 人 》 (bk+1 一 os 一 0. 


k=0 


定理 5.4 (强大 数 定律 ) 设 {Xn,n > 1} 是 相互 独立 随机 变量 序列 ，{b， 
n>0} 是 单调 上 升 趋 于 oo 的 正 实数 列 . 若 (Xn) = pn 和 var(Xn) = 02 存在 
(n 之 1), 且 > 六 <%， 则 
n=1 Un 


n—o0b 


n 
lim 一 二 (Xk — pk) = 0, a.s., (5.16) 
N=1 


2 3 — py) 工 ， 0. (5.17) 





= XX, a.s.. 


取 an = 产 (X pn), 再 应 用 推论 5.1 可 得 (5.16). 


n 2 Nn 
a (E “" ) = 广 o% (5.18) 
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所 以 , 再 一 次 应 用 推论 5.1 可 得 


1 n 
到 》 og 一 0. 
7 大 一 1 


由 (5.18)、(5.19) 可 得 (5.17). 
引 理 5.4 对 任何 分 布 函数 所 (z), 恒 有 


所 以 


因此 ， > y(n) < oo 的 充分 必要 条 件 是 Jee plz)dz < oo. 但 是 


人 o(zZ)dz = 人 (fs ro dz = 上 0 dz 


引 理 5.4 证 毕 . 


上 [ziF(dr) < oo 今 > | F(dr) < oo. 


了 | 之 也 


elz) = / P(ey) 


vo) < /vlad < on) nz) 


Dv) < { vor < wlO) + Dv 


n=1 
=1+ 》 p(n), 


n=1 


/ ylF(ay). 
R 
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(5.19) 


(5.20) 


定理 5.5 (Kolmogorov 强大 数 定律 ) 设 {Xn,n > 1} 是 一 列 相互 独立 的 
具有 公共 分 布 济 数 焉 (z) 的 随机 变量 . 若 存 在 随机 变量 XX, 使 


,1 
a 8.S.， 


则 Xk 的 数学 期 望 存在 ; 反之 若 Xi 的 数学 期 望 存在 , 则 


7 一 OO 


入 
li 一 》 Xr = E(X1), a.s.. 
2 k (Xi1), a.s 


(5.21) 
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所 以 
P (lm sup Ahn) 一 0， 


由 Borel - Contelli 引 理 可 知 
> P(An,) < co. (5.22) 
n=1 


故 由 引 理 5.4 及 (5.22) 式 知 Xi 的 数学 期 望 存在 . 
反之 , 若 Xn 的 数学 期 望 存在 , 即 


上 lz|F(dz) < oo (5.23) 
BR 
作 两 列 随机 变量 如 下 : 


UD 8 Xn 当 |Xn| < Nn, V 2 0, 当 [Xn| < 70， 
" 0， 当 |X| 之 nN; 从 mn 当 [Xn| 之 7 


则 {Un,n > 1} 和 {Vi,,n > 1} 是 两 列 各 自 内 部 相互 独立 的 两 列 随机 变量 而 且 
Xn = Un+ Wh (Vn >1). 令 o2 = var(Un,), 则 


oz < E(U?) = ) 区 Z2P(dz) 


[ rz2F(dz) 
m—1l<|z|<m 


m J Iz|F'(dz). (5.24) 


<lzl<m 


过 


m=1 


少 


二 Iz|F(dz), 
m—l<|z|<m 
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则 
oo 2 oo 1 k 
>》 ， 2 < >》 ， kz > mM Qam 
k=1 k=1 m=1 
oo oo 1 oo 1 co gy 
mm 7 到 m [| 一 一 十 
We 和 六 和 (起 上 号 ) 
— 1 1 ss 
A 
= 2E(|Xk|) < oo， 
所 以 , 由 定理 5.4 得 
= 3 (Uk — E(Uk)) 一 0 ( 当 n oo 00), as., (5.25) 
7 /1 
但 是 
= 1 > pv,) — E(X). (5.26) 
et 
由 (5.25) 和 (5.26) 得 : 
> > (Ur — E(X1)) — 0, a.s.. (5.27) 
k=1 


若 还 能 证 Vi 一 0, a.s., 则 由 (5.27) 和 Ui 及 WV, 之 定义 可 推 知 


15 x = a :( 交 Bi > — E(X1), a.s., 
k=1 


k= 
即 是 定理 获 证 . 事实 上 , 佑 令 Eh, = {Vn 取 0}, 则 
P(En) = ho > | , Fr(dz) 


所 以 





因此 , 由 Borel - Contelli 引 理 得 
P (mm sup B,) 一 0. 


所 以 , V 一 0, a.s.. 定理 证 毕 . 
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定理 5.6 设 {Xn,n >1} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ,已 ,(z) 是 Xn 的 分 


布 函数 , 则 下 列 陈述 等 价 : 
(1) 存在 随机 变量 X 使 


OO 
>》 Xn = X, 8.S.; 
人 一 | 
(2) 对 一 切 正 数 序列 {an,n 之 1} 和 {bn,n 之 1}, 只 
0<liminfan, limsupan < oo， 
多 一 OO 


NO0 


0<liminfb,, limsupb, < oo， 
也 一 OOD 


NOOO 


则 有 
> / Fa(dr) < oo， 
n= 二 1 一 (一 Qn, bn) 
>》， / ZFn(dz) 收 敛 
n 二 1] (—an,bn) 


oo 2 
2 _ 
3》 (RE Fn(dz) 1 oa ) < ooj 


n=1 


(3) 对 一 切 正 数 c, 都 有 


En(dz) < oo 


一 1 |z|>c 


> / ZF,(dr) 收 伊 ， 
zl<c 


3 | 人 ea a | zh,(dzr) 





二 


2 
) 三 
(4) 对 某 一 个 正 数 c, (5.31)、(5.32) 和 (5.33) 成 立 ; 
(5) 存在 相互 独立 的 随机 变量 序列 {XI,n 之 1} 使 


E((X/)’) < oo0, E(X;) = pn, var(X/) = 
》 pn 收敛 ，》 go?2 <00，》 P(Xn#X%) < oo. 
了 一 工 n=1 n=1 


证 (1) 一 (2). 设 (1) 成立 且 {an} 和 {bn} 满足 (2) 中 的 条 件 . 令 


和 当 一 av < XX, < b,, 
和 二 


0， 反之 ， 


(5.28) 


(5.29) 


(5.30) 


(5.31) 


(5.32) 


(5.33) 
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再 令 ,= {Xn 关 2Zr}. 由 于 (1) 成 立 , 所 以 


有 mn 0,， a.s.. 
因此 el 
P (0 门人 -1] = 1 
n=1 k=n 
从 而 存在 随机 变量 2 使 


> Zn=2, a.s.. 
n=1 


又 因为 2 一 致 (对 n 来 说 ) 有 界 , 所 以 应 用 定理 5.3 可 知 
> E(Zn) 和 3 var(2Zn) 都 收敛 . 
此 即 (2) 中 的 (5.29) 和 (5.30) 都 成 立 . 而 
P (limsup 5 ) =P 0 U oj 
亿 一 OOD 页 二 二 天 三 闹 
-人 D 有 可 


n=1 k=n 


-ez 人 ea) 0 


n=1 k=n 


所 以 由 Borel - Contelli 引 理 知 
>》 ， P(E,) < oo， 
n=1 


此 即 (5.28) 成 立 . 
(2) 之 (3) 坟 (4). 这 是 显然 的 . 
(4) 坟 (5). 设 (4) 成 立 . 取 
1 _ 和 mn 当 [Xn| < CC 
人 反之 ， 


则 {XX/} 即 为 (5) 中 所 求 . 
(5) 坊 (1). 设 (5) 成 立 . 则 由 定理 5.2 知 存在 X' 使 


Oo 
> i 
n=1 


'， 149 


(5.34) 


(5.35) 
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而 Oo 
DP(Xn #¥ Xn) < oo， 
n=1 


所 以 由 Borel - Contelli 引 理 得 


PP Ure zxd) -0 


n=1 k=n 


故 
P (D (| {Xx = x =1. (5.36) 
n=1 k=n 
由 (5.35) 和 (5.36) 知 : 存在 随机 变量 X 使 


Oo 
>》 Xn=X, as.. 
n=1 


定理 证 毕 . 

在 第 三 章 中 , 我 们 曾经 证 明 过 随机 变量 序列 {Yi,n > 1} 的 a.s. 收敛 蕴涵 了 
P 收敛 , 而 P 收敛 又 蕴涵 了 次 的 分 布 的 弱 收 敛 . 但 这 些 蕴涵 关系 的 逆 命 题 一 
般 来 说 是 不 成 立 的 . 下 面 我 们 要 证 明 : 如 果 Y, = 》 Xk,n>1, {Xk,k>>1} 是 


k=1 
相互 独立 的 随机 变量 序列 , 则 前 述 蕴 涵 关 系 的 逆 命 题 也 成 立 . 
定义 5.1 称 无 穷 乘 积 [[ on 收 笋 , 如 果 存 在 一 个 no, 使 
n=1 
im Qnot+1Qno+2'*' Qn 


存在 而 且 不 等 于 0. 要 
称 函 数 项 的 无 穷 乘 积 [] 2Z( 和 A)( 和 入 E A) 依 强 控 意 义 下 收 敏 , 如 果 存 在 一 个 正 
n=1 


项 的 收 伍 的 数值 级 数 0,,, 使 
n=1 


> |2Zn(N) -1|< 0 (YA € 4). 


n=1 n=1 
(所 谓 六 a < 并 bn, 意 即 对 一 切 n 之 1 都 有 on < bn.) 
n=1 n=1 


定理 5.7 设 {Xn,n > 1} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , F(T) 和 f(t) 分 
别 为 Xn 的 分 布 函数 和 特征 函数 , Hn 是 Xn 的 中 位 数 , T 是 任意 给 定 的 一 个 正 
数 . 令 


bn, = jn 十 / (z= Ln)Fn(dz) 
|z—pn|<7T 


= 上 oF (dr), 
|z|<T 
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其 中 F4(z) = 琴 (zX 十 jn) 是 Xn 一 jn 的 分 布 函数 , 则 下 列 陈述 等 价 : 
(1) lim I fx(2D) = f(t) (t ER), f(t) 是 特征 函数 ; 
(2) 5 (Xn 一 bn) a.s. 收敛; 
爷 一 1 
(3) 存在 实数 列 {Cn,n >1} 使 


Sx 一 Cu) a.s. 收敛 ; 


(4) I [/(b 在 te RR 收 全 ; 


(5) I |fn( 在 te A 收敛， 


其 中 4 具有 Lebesgue 正 测度 L(A) > 0; 
(6) 在 每 一 个 有 限 t 区 间 [-7,T] 上 


[I eitbn fn(t) 

n= 二 1 
依 强 控 意义 收敛 . 

证 (1) > (2). 设 
Jim TI f(D = 7 

k=1 
是 特征 函数 , 则 可 取 5 > 0, 使 得 当 | < 5 时 有 f(t) > > (注意 f(t) 是 实 值 特征 
函数 , 当然 在 0 点 连续 , 又 有 f(0) = 1. 所 以 上 述 5 存在 .) 所 以 


— D>_ log|fn(t)? =—logf(t) <log2 ( 当 |t| go). 
n=1 


但 是 
一 log(1 一 x) ( 当 0<zx<1 时 ), 
所 以 
Ya -|fn(OP) < -gl 的 
全。 < 2 ( 当 由 < 5 时 ). (5.37) 
令 


x! 一 Xn， 当 [Xn, — jn| < T) 
| 大 之 
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则 可 算出 E(X/) = bn, 且 


var(Xi) = (sp)? Elan) 


lz 一 url<r 
( /oe ule) 
利用 第 四 章 截 尾 不 等 式 (2.30), 可 得 
var(Xn) < C(7, 6) 上 一 | 思 的 门 才 . 
由 (5.37)、(5.38) 可 得 
Svar(X’) < C(r,0)6log2 < oo， 


所 以 , 用 定理 5.2 于 {X/ 一 6b,,n > 1} 则 得 


> (2 一 加) a.s. 收敛 . 
n=1 


但 是 _ _ 
> P(X x Xn) < >》 P(X — pnl > 7), 
n= 二 1 n 二 1 
利用 第 四 章 (2.27) 可 得 
P(IXn,— n>7) = Fl(d 
(tml >= Fan) 
6 
< Cin,6) (laOP)a 
0 
所 以 


n=1 


< Ci(7T,6)6log2 < oo， 


由 (5.40)、(5.39) 和 Borel - Contelli 引 理 得 知 : 
>》 (Xn 一 bn) as. 收敛 . 
n=1 


(2) 全 (3). 显然 成 立 . 


co co 6 
DO Ps # Xx) < Cn 6) {01d 


(5.38) 


(5.39) 


(5.40) 
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(3) 坟 (4). 设 
Vx, 一 Cn) 一 9， a.s., (Xn— Cn)= Sm, a.s., 
n=1 n=m 
则 Sm 的 特征 函数 为 


im To- = om 的 


k=m 


又 因为 lim Sm = 0 as, 所 以 lim gm(t) =1. 因此 
lim lim |fm(t)P fn (OP = lm lgmn(OP =1. 
所 以 ， 
J | 疡 (的 2 收敛 (t € BR) 


n=1 
(4) 一 (5). 显然 成 立 . 
(5) 僵 (6). 设 (5) 成 立 , 即 存 在 一 个 Lebesgue 正 测 集 4, L(A) > 0, 使 
im lim rnt 人 的 :fn (OP = 1 (vt € A). 


一 OO 


所 以 存在 Bc 4,Z(B) > 0, 使 


im lim | 用人 的 关 | 户 ( 人 =1 对 te 五 一 致 成 立 . 


] 
m00 了 一 OO 


由 于 LI(B) > 0, 所 以 B 在 [0,oo) 内 或 者 在 (-oo,0) 内 有 正 测 度 子 集 , 而 | 六 (区 | 
是 偶 函 数 ， 所 以 不 失 普 遍 性 可 设 B 门 [0, oo) 有 正 测 度 , 因此 , 存在 6 > 0, 使 
B 门 (0,6) 空 D 有 正 测度 p. 取 mo 使 

1 


lim |fmori(OFP 人 [fr (OP 之 了 (vt E D). 


仿 (5.37) 可 证 
》、 |fn(WP <log2 (veD). 
n=mo+tl 
利用 第 四 章 不 等 式 (2.24) 得 : 


le fn(t) ~ 1| < Lo(T, 7,p,6) he —|fn(b) lad, (tl sgT). 


取 Cn = Lo(T,7,p,6) fp(l |fn(DD)dt, 则 > Cn 收敛 且 


》 |e tfn(t) —1| < >》 Cn (ls 7), 
n=1 n=1 
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此 即 (6) 成 立 . 
(6) 坊 (1). 设 (6) 成 立 , 亦 即 I e-ibntf,(t) 在 任意 有 限 t 区间 [--T,T] 上 依 

强 控 意义 下 收敛 , 则 

eibnt f(t) 


is 


[ee 


n 


在 由 < 上 一 致 收 化 ,因此 本 |)| 在 所 和 上 一 致 收敛 . 由 于 人 可 为 任 
意 正 数 , 所 以 前 |,()P 的 极限 函数 是 特征 函数 , 此 即 (1) 成 立 . 定理 证 毕 ， 


定理 5.8 设 {Xn,n 之 1} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , f(t) 是 Xn 的 特征 
函数 , 则 下 列 陈述 等 价 : 
(1) lim 疡 的 fn(t) = f(t) 是 特征 函数 ; 


(2) 让 XX a.s. 收敛 ; 
(3) 村 fn(t) 收 化 (Vi € RB); 
(4) 站 f(t) 收 合 (YE € E,L(E) > 0). 
证 (之 (2). 设 (1) 成立, 则 
lim IAP fn DF = FOP, 
所 以 由 定理 5.7 知 可 
> (Or 一 6n) as. 收敛 . 
1 
lim e tfi(t)..e "fn(t) = g(t), (5.41) 
是 特征 函数 . 所 以 存在 一 个 5>0, 使 |t<5 时 |g(t)| > 0. 因此 , 由 (5.41) 知 
im eilbitton)t ont) ( 当 有 全 < 5). 
由 上 式 易 证 (参见 [36] 第 五 章 引 理 1.5): 
bn。 收敛 到 有 限 数 


但 是 im e-ilbit…tbn)tf(t).… f(t) = p(t) 是 特征 函数 ， (因为 I Eibnt f(t) 
依 强 控 意 义 收敛 ) 所 以 


im, (De foal) =e 全 ”pg 
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是 特征 函数 . 定理 证 毕 . 
推论 5.1 设 {Xnm 21 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , {bw,n 之 1} 如 定理 
5.7 所 定义 . 如 果 光大。 as. 收敛, 则 江 如 收 仇 到 有 限 数 . 
n=1 n=1 


推论 5.2 设 {Xn,n 之 1} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , f(t) 是 Xi 的 特征 
函数 ， 则 下 列 陈述 等 价 : 
(1) 3 Xk —» X; 
Rs 
CY Xe 
k=1 
(3) I fk(t) 一 f(t) 是 特征 函数 . 
其 中 f(t) 是 XX 的 特征 函数 . 
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在 第 5 节 中 , Kolmogorov 强大 数 定律 说 , 对 于 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变 
量 序列 {X%,n > 1} 来 说 , 它 服从 强大 数 定律 的 充分 必要 条 件 是 X 的 数学 期 望 
存在 . 特别 地 , 当 E(X%) = 0 时 , 若 令 5 = b> Xp, 则 
一 1 


lim On 0， a.s.. (6.1) 
现在 , 我 们 要 讨论 较 强 大 数 定律 更 细致 的 形式 : 对 于 什么 样 的 正 实 数列 {cn， 
n 之 1}, 可 保证 


. On 
lim sup 一 =1, a.s.. 
1 一 oo Cn 


这 就 是 重 对 数 律 问题 . 第 一 个 较 一 般 的 重 对 数 律 是 Kolmogorov 1929 年 给 出 的 . 
定义 6.1 对 于 集合 列 {hn,n 之 1}, 记 


lim sup A» = 站 U An = {An,i.o.}. 


n=1 k=n 


设 {Sn,n 之 1} 是 一 列 随机 变量 , {bn,n 之 1} 是 一 列 实数 , 称 {bn} 属于 {5%} 的 
上 (相应 地 , 下 ) 类 , 如 果 


P(S。 > bn,i.0.) =0 (相应 地 , 1). 


在 证 明 重 对 数 律 以 前 , 我 们 研究 尾 概率 的 指数 不 等 式 . 
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引 理 6.1 设 和 是 有 界 随 机 变量 : |X|<<c, 且 E(X)=0,0?= var(X),t>0. 
车 tc 世 1, 则 


exp Ea 一 中 | < E(e:X) < exp 全 (4 十 4)| | (6.2) 
2 2 2 
证 因为 |X| < c,E(X) =0, 所 以 
IE(X"™)| < e", 
语 [六 
E(e:X)=1+ mE(X") 十 me(X) 十 …. _ (6.3) 
又 因为 
er lt et, (6.4) 
所 以 由 (6.3) 和 (6.4) 及 tc < 1 得 : 
to? te _ t2c2 
2 2 2 2 t 
<1+ = ( 十 和 < exp 全 ( 十 $4) ; (6.5) 
且 
本 t202 te te 
2 
> 工 十 二 @ 一 ) > exp Et 一 中 | (6.6) 


由 (6.5)、(6.6) 即 得 (6.2). 引 理 证 毕 . 


定理 6.1 设 {Xn,n > 1} 是 相互 独立 的 数学 期 望 为 0 且 具 有 有 限 方 差 的 
随机 变量 序列 . 令 











(1) 当 ec<1 时 有 


P( 守 >。) <op{-5 (- 光 | (6.7— 1) 
P( 守 > <exp{- 工 上 (6.7 一 2) 


而 当 ec > 1 时 有 
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(2) 给 定 y > 0, 当 c = c(Y) 充分 小 , e = e(Y) 充分 大 时 有 


本 >*] >em{- 邱 0G+7 (6.8) 
证 (1) 令 54 = Sn/sn, 并 取 引 理 6.1 中 的 X 为 Xn/sn, 再 注意 
t9") 一 Ha (ee 和 誉 |) | (6.9) 
则 由 引 理 6.1 知 : 当 tc < 1 时 有 
exp 50 es 中 | < E(ets") < exp 和 (4 十 过 外 (6.10) 


但 是 


P(S’ >e) < 3 


<emp|- 一 纶 十 本 5 (i+)|. (6.11) 
当 ec < 1 时 在 (6.11) 中 取 t= 即 得 (6.7 一 1). 
当 ac>1 时 , 取 t= >, 引 理 6.1 的 条 件 仍 然 满足 , (6.11) 仍然 成 立 , 而 (6.11) 


中 的 t 代 之 以 = 后 即 得 


此 即 (6.7 - 2) 成 立 . 
(2) 之 证 明 类 似 于 (1). 详细 推导 请 见 [90] p.267 - 269. 


定理 6.2 (Kolmogorov 重 对 数 律 ) 设 {Xn,n > 1} 是 一 列 相互 独立 的 数 
学 期 望 为 0 方差 有 限 的 随机 变量 . 令 Su = DD Xk,s2 = var(Sn),tn = 
k=1 
(2loglog s2)3. 车 


2 
lim s2=o00, |Xn|< Mn=0 (a | (6.12) 
N—+O0O 


log log s2 
其 中 {Mi,n > 1} 是 一 列 正 的 常数 , 则 





P (limsup > 1 1 (6.13) 
n 一 oo Sntn 
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证 由 假设 (6.12) 知 


2 
5 
52 — oo， ov ( 当 n 一 00 时 ). 





所 以 , 任 给 常数 。 > 1, 存在 单 增 的 趋 于 oo 的 正 整数 列 {nx = na(c),k > 1}, 使 
a (6.14) 


此 处 uk ~ c* 意 即 im (ap/c) 二 1. ( 取 nk = min{7 :sr >csr 为 正 整数 } 即 
可 .) 

我 们 分 几 步 证 明 此 定理 . 下 面 的 5 6 和 6” 都 是 适当 取 定 的 正 数 . 

(1) 首先 我 们 证 明 {(1 十 6)sntn,n > 1} 属于 {Sn,n > 1} 的 上 类 . 


今 


5” = max 5 
Nk 1<n<nx 5 


由 于 {sn,n >>1} 和 {th,n > 1} 单 增 , 所 以 

P({S。> (1 + 6)sntn},i.0.) 

P({S%, > (1 + 6)sne_itn._1},io.). (6.15) 
但 是 由 {nx} 的 取 法 和 如。 = (21oglog s2,)? 可 知 : 


1 十 6 
(1+6)snc tn， ，w Si tis (6.16) 


因此 , 取 6 <5 时 , 可 以 选 。>1 使 


+e 和 (6.17) 





且 


P(U{9 > (1 十 0)snk itnk :jio.) 
< P({S > (1 十 8)snutns io (6.18) 


由 (6.15) 和 (6.18) 和 Borel - Contelli 引 理 , 为 证 {(1 + 6)sn,tn,n > 1} 属于 
{Sn,n > 1} 的 上 类 , 只 需 证 


> P({S > (1+6)snstns}) < oo (6.19) 


由 第 三 章 推论 2.3 知 


P({S%. > (1 十 6)sn tn }) 


<2P ({s. > ( 站 2 smut | (6.20) 
Nk 


*86 重 对 数 律 * 159: 


此 处 


2 ( 当 一 00)， 


Nk 


所 以 可 取 6” < 6', 且 当 大 充分 大 时 有 


P (s. > ( 十 6 一 光 ) ce 
Nk 








< P(Sn, > (1 + 0")sntn,). (6.21) 
在 定理 6.1 的 (6.7 - 1) 式 中 取 n = nk,e = ep = (1 +6)tn,c = ck = 
, SUP I , 则 由 条 件 (6.12) 知 : 





?/s2 )210glog s2, ]* 
ckEk < (1+6") max |0 (87/ sn)2 log log sn, -0 ( 当 k 一 oo 时 ). 
1&j&nk log log 5 


所 以 当 充分 大 时 ckek < 1. 故 由 定理 6.1 的 (6.7 一 1) 有 


P(S > (1+6")snatns) 
< exp {-30 + 0")2t2, (1 2)) 
< exp{—(1 + 6")loglog s2,} 
~ COURT ( 当 有 充分 大 ). (6.22) 
由 (6.20)~(6.22) 得 (6.19), 从 而 (1) 得 证 , 即 
P({S。 > (1 +6)sntn},i.o.) = 0. (6.23) 
由 于 以 一 Xn 代 Xn 时 定理 中 一 切 条 件 仍 成 立 , 故 由 (6.23) 得 


P({|Sn| > (1 + 6)sntn},i.o.) = 0. (6.24) 
(2) 再 证 {(1 一 6')sntn,n 之 1} 属于 {5%,n > 1} 的 下 类 , 此 处 取 1 > 6 > 6. 
全 
仿 
1 一 52 一 S2 ~s2 (二 (6.25) 
k Nk Nk—1 Nk C2 2 
vk = (2loglogu?)? ~ (21oglog 52 )3 = (6.26) 


此 处 c 由 (6.14) 式 所 决定 . 再 令 


Ak = {Sn 一 9 > (1— Ourvr}, Ek = (1— 0O)vk. (6.27) 
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首先 , 我 们 要 证 明 
P(Ap,i.o.)=1. (6.28) 
显然 {(S。 一 5 ,) > 1} 是 相互 独立 的 随机 变量 列 . 由 Borel - Contelli 
引 理 , 为 证 (6.28) 只 需 证 明 


》 P(Ak) = oo. (6.29) 
k=1 
但 是 当 大 一 oo 时 ， 
sk 一 co Ck = (=) 一 0. (6.30) 
on Uk 
wE 


取 (6.8) 中 的 y+1= 一 ,车 注 意 霸 二 var(Sn。 Sm,), 则 由 (6.8) 得 


On Ong_1 


> ep{ -3 + -6) 吕 | 


= exp{—(1 — 6)loglog wu?} 
1 


(6.31) 
CREAE EA 
》 P(Ak) = oo， 
k=1 
故 (6.28) 成 立 . 
为 一 方面 ， 若 令 Bk {|Sn._ ,| < 2snk tn ij 则 由 (6.24) 得 
P(B8,io.)=0，(B8 为 有 之 补 集 )， (6.32) 
即 
P (0 站 Bm] =1. (6.33) 
n=1 k=n, 
但 
P(Ax Bx,i.o.) 一 ~ (J A ] 
n=1 n 


P 
>7 (A Uajn 0 六 a))， (6.34) 
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由 (6.28) 、(6.33) 和 (6.34) 知 
P(L4kBk,io) = 1. (6.35) 
但 是 
4kBk C {Sn > (1 一 6)ukuk 一 2 to)， (6.36) 
ee ee le = @ : ， (6.37) 


若 取 c 充分 大 , 使 6 >6 且 


1 2 
(1- 避 (1- 训 ) 0 


则 
1 = P(AkBi,i.0.) 
< Pl({Sn, > (1 —6)sntn,} ,i.o.), 
更 有 
Pl({Sn > (1 —6)sntn} ,i.o.) 
> P({Sn, > (1—6)sntne},io.)=1. 
此 即 


{(1 一 6)sn,tn,n > 1} 属于 {Sn,n > 1} 的 下 类 . 定理 证 毕 . 
推论 6.1 在 定理 6.2 的 条 件 下 , 恒 有 





P (limsup So = !) 二 地 由 (6.38) 


n—00 Snin 


证 因为 以 一 X 代 XX, (n > 1), 定理 6.2 的 条 件 全 部 成 立 . 故 (6.38) 成 立 . 
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1. 设 {Xn} 是 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序列 , 若 其 分 布 由 
(a) P(Xn 二 2 og k=2 108 lo > 让 ( = 1, 2， ee ); 


(0) PO = = ni (> 2- 


~ k21lo c 2 12log2 天 
所 确定 , 则 {Xn} 服从 大 数 定律 . 


.162 ， 第 五 章 大 数 定律 、 中 心 极 限定 理 、 重 对 数 律 


2. 设 {Xn} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 若 其 分 布 由 


P(Xn =n°) = P(Xn = -nz) = 5 (n=12,.) 


所 确定 , 则 {X,} 服从 大 数 定律 的 充 要 条 件 是 a < >. 
3. 设 {Xn} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 若 


1 区 / pm =0, 
4 co Nmn>lJlzl>4 


其 中 (x) 是 Xn 的 df, 则 {Xn} 服从 大 数 定律 . 
4. 设 {Xn} 是 随机 变量 序列 . 若 var(Xn) < c(n=1,2,:…), 且 es p(Xi, 
Xi) = 0, 则 {Xn} 服从 大 数 定律 . (p(Xi,X;) 为 Xi 与 X; 的 相关 系数 .) 


5. 设 {Xn} 是 随机 变量 序列 . {Xn} 服从 大 数 定律 的 充 要 条 件 是 : 


Le 本 ze 
lim E 二 


- 2 
a (Xk — E(Xx) | 


6. 设 {Xn} 为 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序列 , 而 且 有 有 限 的 数学 期 望 
与 方差 . 令 Sn = Xk, 则 {anSn} 服从 大 数 定律 (其 中 an 是 常数 , an 一 0). 


7. 设 {Xk} 为 随机 变量 序列 若 Xi 不 与 Xi_1 和 Xn+1 相互 独立 , 但 与 其 
他 的 X; 相互 独立 , 且 Xi 具有 有 限 方差 (k = 1,2,…), 则 {Xk} 服从 大 数 定律 . 
8. 斌 判断 下 列 随机 变量 序列 是 否 服从 中 心 极 限定 理 : 


(8) P(Xn = -2") = P(Xn =2") =3 (n=b2,.) 


=0. 





(P(X RX 
P(Xn, =0)=1-2 2 (n=1,2,.…); 
(二 
P(Xn =0)=1-n-3 (n=1,2,..…). 
9. 设 {Xn} 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 而 且 P(Xn = n°*) = P(Xn = 
-ne) = (° 3); 则 {Xa} 服从 中 心 极限 定理 


10. 求证 : 
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11. 设 5 是 nn 次 独立 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 , pk 是 第 k 次 试验 中 4 出 
现 的 概率 , 试 证 


9n 一 》 Jr 
2 
2 I -=- 序 | Ee 一 气 毕 
也 一 OO n V2 CS 
Dpx(1 — px) 
k=1 


的 充 要 条 件 是 _ 
>》_ pk(1 一 Zr) = co. 
k=1 
12. 若 > o2/k? 发 散 , 则 存在 一 串 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 {X}, 使 
var(X%) = 02, 而 {Xn} 不 服从 强大 数 定律 (提示 : 首先 证 明 . P(|Xn| > en) 收 


敛 是 {Xk} 服从 强大 数 定律 的 必要 条 件 ). 
13. Kolmogorov 不 等 式 的 推广 ， 设 {Xn} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ， 


E(Xn) =0,(n>21). 令 cn, = {suplsr 之 其 中 59。 = 和 Xi, 试 证 
k<n k=1 
crP(Cn) < E(|Snl"10,), 
其 中 > > 1 lc。 为 Cn 上 的 示 性 函数 . 
14. 设 {Xi} 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 . 令 


n 
T= sup|Sx|, rr 宛 1,， Sn = > Xx. 
k<n k=1 


(a) 若 Xk 服从 对 称 分 布 (k > 1), 则 
E(T’) < 2E(|Sn|"). 
(b) 若 E(Xx) = 0( > 1), 则 
p(T) <2"+ p(sSal). 
15. 设 {Xn} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , (Xn) = 0(n > 1),7 > 1, 如 果 
> E(|Xn|””") 


nr+1 





n=1 
收 敏 , 则 {Xn} 服从 强大 数 定律 . , 
16. 设 {0%} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 若 2 C2 < oo({Cn} 是 实数 列 )， 


则 到 Cueigs 收敛 as. 
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81 随机 过 程 的 基本 概念 


17 世纪 是 概率 论 的 启 萌 阶段 , 概率 论 并 未 形成 一 个 有 完整 理论 的 数学 分 支 . 
人 们 关注 与 研究 的 仅仅 是 一 个 “偶然 事件 ”( 或 随机 事件 ) 4 发 生 的 可 能 性 大 小 
(概率 ), 或 有 限 多 个 随机 事件 41, 42,… ,4n 之 间 的 关系 . 随 着 17、18 世纪 古典 
分 析 学 的 发 展 , 人 们 才 逐 渐 把 随机 事件 抽象 化 . 提出 随机 变量 X 的 概念 , 而 主要 
关注 及 研究 的 是 随机 变量 X 的 概率 分 布 ; 有 限 个 随机 变量 Xi, Xz,… ,Xn 的 相 
互 关 系 和 随机 变量 序列 Xi, Xs,…… 的 各 种 极限 性 质 . 由 随机 变量 序列 {Xn,n > 
1} 逐渐 形成 离散 时 间 的 随机 过 程 的 概念 , 进而 提出 连续 时 间 的 随机 过 程 {Xi,t € 
[0, co)} 的 概念 . 而 真正 英 定 随机 过 程 的 理论 基础 . 是 Kolmogorov 在 20 世纪 30 
年 代 建 立 起 了 “无 穷 维 乘积 空间 ”上 造 测度 的 理论 以 后 . 这 个 理论 说 明了 随机 
过 程 的 存在 性 , 为 随机 过 程 的 研究 开拓 了 广阔 的 领域 . 


定义 1.1 设 (Q, 多 ,P) 是 概率 空间 , (B,@) 为 可 测 空间 , TC R, 若 对 任何 
人 


Xi :0QD 厂 


且 Xi E 多 /@, 即 Xi 关于 多,B 是 可 测 的 , 则 称 {Xi,t ET} 是 (Q, 多 ,P) 上 取 
值 于 媚 的 随机 过 程 , 或 (,@) 随机 过 程 , 称 (8) 为 其 “ 相 空间 ”或 “状态 空 
间 ”, 称 了 为 其 “时 间 域 ” 或 “时 间 参 数 集 ”, 对 每 个 we Q, Xe(w) (从 卫 到 已 的 
映射 ) 称 为 相应 于 w 的 “轨道 ”. 实质 上 , 每 个 Xi 都 是 一 个 已 值 随机 元 . 


81 ”随机 过 程 的 基本 概念 ,165 . 


在 无 混淆 的 情况 下 , 简称 {Xi,t e TT} 为 随机 过 程 . 有 时 记 Xs = X(t), Xi(w) 
= X(t,w), Xe(w) = X(,w), Xi(o) = X(t,»). 

设 {4,t eT} 是 中 的 一 族 单 增 的 子 o 代数 , 即 对 任何 二 ,tz € TT, < 思 ， 
有 多 tC Fi,. 若 对 任何 te T,Xi e F418, 则 称 {Xi,t eT} 是 { 旬 4} 适应 过 程 ， 
或 称 之 为 适应 于 {多} 的 随机 过 程 . 

显然 , 车 多: = o(Xu,u tueT) 是 {Xu,wv <t,ueT} 所 产生 的 o 代数 ， 
则 {Xi,t Ee T} 是 {R94} 适应 过 程 . 

本 书 主 要 研究 的 随机 过 程 {Xi,t e TT} 的 相 空间 是 (R, 多 (R)) 或 (B, .||， 
多 (B)), 其 中 ( 互 ,| 是 Banach 空间 , 多 (B) 是 B 上 的 Borel o 代数 , 而 时 间 
参数 集 工 = {0,1,2,…} 或 [0,oo) 或 {… ,一 2, 一 1,0,1,2,…} 或 (00,o0). 


定义 1.2 设 {Xi,tET} 是 概率 空间 (Q,. 多 ,P) 上 的 以 (EB,@) 为 相 空间 的 
随机 过 程 , 下 = [0, 00), 或 (一 00, 00), 或 直线 上 的 任 一 区 间 . 称 {Xi,t ET} 是 可 
测 的 , 如 果 对 任何 A e 8, 都 有 

{(t,w) ETxN: X(t,w) EA} eB(T) x F. 
车 {Ft,tET} 是 多 中 的 一 族 单 增 的 go 代数 , 且 对 任何 上 ET,4EG 都 有 
{(u,w) € [0,# x QQ: X(u,w) e A} € %([0,1]) x 2, 
则 称 {Xi,t ET} 关于 {多} 循序 可 测 . 


命题 1.1 设 {Fi,teET} 是 多 中 的 一 族 单 增 的 o 代数 . Xe :0 ED, XE 
多 /EYE IT 其 中 人工 , (0, 多,P) 和 (EB,@) 如 定义 1.2 中 所 设 . 

(1) 若 {Xi,t ET} 关于 [多 循序 可 测 , 则 {Xi,t ET} 是 可 测 的 . 

(2) 若 {EB,p,8} 是 可 测 距 离 空 间 , 即 p 是 上 的 一 个 距离 ,8 是 户 上 的 
Borel o 代数 , 且 对 任何 w € Q,X(。,w) 是 右 连 续 的 , 则 {Xi,t ET} 关于 {多} 
循序 可 测 . 

证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 

定义 1.3 设 铸 = {Xi,teET} 和 Y= {YtET} 是 概率 空间 (Q, 多,P) 上 
的 以 ( 忆 ,@) 为 相 空间 的 两 个 随机 过 程 . 如 果 对 任何 iE T, 都 有 

P(X: 一 入) 一 1, 
则 称 X 与 Y 是 随机 等 价 的 (有 时 简称 为 等 价 的 ),， 亦 称 Y 是 X 的 修正 ， 显然， 
若是 天 之 修正 , 则 X 也 是 Y 的 修正 . 


虽然 这 一 章 研究 的 对 象 是 离散 的 时 间 参 数 集 的 随机 过 程 (这 种 随机 过 程 有 
时 亦 称 为 随机 序列 ), 但 为 今后 研究 连续 时 间 参 数 集 的 随机 过 程 “ 可 分 的 随机 过 
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程 ” 的 概念 , 还 是 有 必要 在 此 作为 随机 过 程 的 基本 概念 之 一 予以 介绍 , 因为 在 研 
究 连 续 时 间 参 数 集 的 随机 过 程 的 轨道 性 质 时 , 经 常 要 在 一 个 随机 等 价 的 随机 过 
程 族 中 选择 一 个 “ 较 好 ”的 代表 加 以 研究 . 当然 好 坏 的 标准 很 多 , 而 可 分 性 就 是 
其 中 重要 的 一 个 . 


定义 1.4 设 丰 = [0,oo) 或 (-oooo) 或 [四 中 :正己 及, 疡 是 全 中 一 个 
可 数 的 笛子 集 . 若 对 任何 te 工 , 都 存在 rn E D(n > 1), 使 


lim r=t, lim f(rn) = f(), 


则 称 f 关于 DD 是 可 分 的 , 而 称 D 是 f 的 一 个 可 分 集 . 称 f 是 可 分 的 , 如 果 存 
在 了 的 一 个 可 分 集 . 


显然 , 五 上 的 任何 右 连续 函数 f 总 是 可 分 的 . 

设 XX = {XteT} 是 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 以 (R, 多 (R)) 为 相 空间 的 
随机 过 程 , D 是 工 的 一 个 可 数 稠 子 集 . 如 果 存 在 N e 多 , P(N) = 0, 使 得 wEN 
时 , X(。,w) 关于 D 是 可 分 的 , 则 称 X 关于 D 可 分 , 而 称 N 为 其 例外 集 , 称 DD 
为 其 可 分 集 . 如 果 存 在 了 的 一 个 可 数 笛子 集 D, 使 X 关于 DD 可 分 , 则 称 X 是 
可 分 的 . 称 X 是 完全 可 分 的 , 如 果 X 关于 了 的 任何 一 个 可 数 稠 子 集 都 是 可 分 
的 . 


定义 1.5 设 久 = {Xi,t €E T} 是 概率 空间 (D, 多 , P) 上 以 可 测 距离 空间 
(已 ,p,G) 为 相 空间 的 随机 过 程 , 如 果 对 任何 to ET, 都 有 


lim Xt 一 Xto， Pb, 
teT 


则 称 X 是 随机 连续 的 , 如 果 上 述 极 限 中 将 t 一 to 代 之 以 t1to (或 上 加) 则 称 
和 是 左 (或 右 ) 随机 连续 的 . 


定理 1.1 设 针 = {Xi,tET} 是 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 以 (R, 名 (BB)) 为 
相 空 间 的 随机 过 程 , 本 如 定义 1.4 所 规定 . 

(1) XX = {Xi,t € T} 总 存在 一 个 与 之 随机 等 价 的 可 分 的 随机 过 程 Y = 
{Yt eT}; 

(2) 车 X 是 可 分 的 且 随 机 连续 的 , 则 义 必 为 完全 可 分 的 ; 

(3) X 是 可 分 的 充分 必要 条 件 为 : 存在 全 的 一 个 可 数 稠 子 集 D 和 一 个 P 
零 测 集 N,N e 多 , P(N) = 0, 使 得 对 任 一 闭 集 4C R 和 开 区 间 TCT, 都 有 


(| X74)- 站 ba) CN. 


r€ID t€EIT 


证 请 参见 文献 [23] 第 工 章 定理 2.1~ 定理 2.4. 
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定理 1.1 的 结论 (1) 说 明 任 一 随机 过 程 X = {Xi,t e T} 的 可 分 修正 总 是 
存在 的 ; 结论 (2) 说 明 X 是 完全 可 分 的 充分 条 件 是 简单 的 易于 检验 的 ; 结论 (3) 


说 明 , 当 X 可 分 时 , 只 要 概率 空间 (Q, 多 , P) 是 完备 的 ; 则 ,i Xi (4) 是 多 
可 测 集 , 而 对 一 般 的 随机 过 程 X, 由 于 IT 不 是 可 数 集 ， 门 X-1(4) 不 一 定 是 
teEIT 


多 可 测 集 , 从 而 无 概率 可 言 . 由 定理 1.1 看 出 : 对 于 连续 时 间 参 数 集 的 随机 过 程 ， 
在 研究 其 轨道 性 质 时 , 可 分 性 是 一 个 很 重要 的 概念 , 值得 介绍 . 
关于 随机 过 程 的 存在 性 及 其 构造 , 当 全 = [0, oo) 或 (--o00,o0), (EB,@) 的 拓 
We 请 见 [35] 第 四 章 定理 3.1; 当 全 是 可 数 集 , (8,8) 是 任意 可 
空间 时 , 请 见 [35] 第 四 章 定理 3.2， 总 之 , 本 书 涉及 的 随机 过 程 恒 存在 , 不 再 
ee 
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人 们 最 初 研究 的 随机 过 程 , 是 一 种 最 简单 的 随机 过 程 一 一 相互 独立 的 随机 
变量 序列 {X%,n = 0, 1, 2,:…}. 1906 年 , 俄罗斯 著名 数学 家 Markov 提出 了 “ 相 
依 ” 的 随机 变量 序列 的 概念 , 这 种 “相依 ”性 , 发 展 成 后 来 的 “Markov” 人 性 , 逐 
渐 形 成 Markov 过 程 理 论 . 

在 这 一 章 中 , 我 们 研究 的 随机 过 程 的 时 间 参 数 集 了 = {0, 1,2,…}, 相 空间 
(EZ,8) 中 的 为 可 数 集 (不 妨 令 之 为 非 负 整数 集 ), 8 为 中 全 体 子 集 所 构成 
的 o 代数 . 


定义 2.1 称 马 xX 忆 上 的 矩阵 P== (pi ;j,i,j E 台 ) 为 转移 矩阵 ,如果 
(1) pi,; > 0 (Vi,j € E), 
2) 2 pi = 1 (Vi € E). 


JE 已 
令 0 = ET = XP, PF: = 三 轧 , 9* 中 的 元 素 用 w = (w(0),w(1),…) 表 之 . 记 
2 


四 ={weEN’ :we4 (neT,AcEh), 


特别 地 , 当 A 二 {让 j 是 忆 中 的 单 点 集 时 , 记 网 过 几 
J 
当 Axr CE,tr ET(k=1,...,n), 则 记 
| 
A i 


= {w EQ :w(ti) € A ,w(tn) € An}. 








* 168 ， 第 六 章 可 数 状 态 的 Markov 链 


#4 2-o{|" n>0ieB) 并 定义 
J 


a 


则 由 Kolmogorov 的 无 穷 维 乘积 空间 中 造 测 度 的 定理 ( 见 [35] 第 四 章 定 理 3.2)， 
Pi 可 唯一 地 扩张 到 多 *" 上 去 而 得 一 概率 测度 . 对 此 概率 测度 , 仍 用 Pi 记 之 . 于 
是 由 转移 给 阵 PP 得 到 了 一 族 概率 空间 (Q*, 多 ', Pi)(i € PE). 

再 定义 一 族 由 Q* 到 Q* 的 推移 算 子 bu(m > 0) 如 下 : 


0, 1, ,nNn 
， : = 0i,ioPio,il “Din 1,in’ 
20， 21， ,Ln 





(Or)(m) = wn+m) (Vn2>0,m >0). 


显然 有 : 
N+m 


1) 6-1 | “| = 
wo [os 
(2) 071F°* C F° (Yn > 0). 

对 任何 {1,… ,tn} CT,Ae Er", 记 


(vn,m > 0, A C Eb); 








(1 a) (t1,:*: oh) 
A A 


= {w €Q: (wt) ,w(tn)) € A}. 


nN 


2 


n 
A 








有 时 简 记 Pi(4 门 B) = Pi(4,B)， 
命题 2.1 对 概率 空间 (Q*, 多", Pi) 有 下 列 Markov 性 : 


人 
CO 


=Pi [0 | Pi(071B) (2.1) 


(vn > 1,i,7€E,AceE",Be 3F°). 
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证 由 于 E" 是 可 数 集 , 故 只 需 证 明 (2.1) 对 4 = (io …… ,in_1) 成 立即 
可 . 设 B= 网 则 由 Pi 的 定义 得 : 


(OF Deyn) Ws 
’ j'0rh1B 


0,1,.… ,nC—1, nt 
?0) 21， “ ;bn— 1， 7 了 7 


PP’ 


,NnN—1,n , /m+1 
210， 2321, , in-l, Ca k ) 
(0, 1,. Ue Le 
易 证 使 (2.1) 成 立 的 B (固定 n,j, 4 = (io,… ,in_1) 时 ) 构成 一 个 o 代数 , 所 以 


对 任何 Be 多 * 成 立 . 
由 (M) 可 推出 


(MM) : P: (oal pe. . 
= Pi(071B) (2.2) 


Vi,jE En>1,AcE",Be ZF’,Pi (0 Se “| >0). 

(2.2) 式 的 直观 意义 是 : 知道 “现在 ”， 过去， 与 “将 来 ”无 关 . 这 就 是 通常 所 
请 的 Markov 性 . 

给 定 一 个 转移 矩阵 P, 就 得 到 一 族 概率 空间 (Q*, 多 ', P'), (ie 五). 再 令 Xn 
是 Q* 上 的 坐标 函数 , 即 Xn(w) = wm (vw en > 0), 则 称 (Q*, 多"', Xn, 0m， 
Pi;i e EB,n,m > 0) 为 PP 链 , 因为 它们 是 由 P 派生 的 ,(Q 多 ", Pi)(i ee 五) 称 为 
P 链 的 概率 空间 . 

从 上 面 的 讨论 看 出 : {X,n > 0} 是 概率 空间 (Q*, .多 ", Pi) 上 的 以 (已 ,E) 为 
状态 空间 的 具有 Markov 性 (2.2) 的 随机 过 程 , 也 就 是 说 , {Xn,m > 0} 是 通常 所 
谓 的 离散 时 间 的 可 数 状态 的 Markov 过 程 , 即 可 数 状态 的 Markov 链 . 下 面 我 们 
再 给 一 般 的 可 数 状 态 的 Markov 链 下 一 个 定义 . 


定义 2.2 设 (Q, 多 ,PP) 为 任 一 概率 空间 , 互 为 可 数 集 , 全 = {0,1,2,…} 为 
时 间 参 数 集 , {Xnm e 也 } 是 一 族 定义 在 (Q, 多 ,P) 上 的 取 值 于 忆 的 随机 变量 . 
如 果 对 任何 nn 之 1, {1,… tn} CT, {il,… ,in} CB, 且 {tp} 严格 上 升 , 都 有 
P (Xe, =in|Xu = i , Xe, = in-1) 
=P (Xe = .1 ss) (2.3) 
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( 当 (2.3) 左边 有 意义 时 ), 则 称 {Xn,n E 工 } 为 一 个 离散 时 间 可 数 状态 的 Markov 
过 程 , 简称 可 数 状态 的 Markov 链 . 称 户 为 其 状态 空间 . 如 果 存 在 一 个 转移 和 矩阵 
P= (pi,j,%,7 E€ 五) 使 

P(Xn =jXn-1=i)=p,; (n>1,1i,jeE), 


( 当 上 式 左 边 有 意义 时 ), 则 称 {Xn,n E T} 是 一 个 时 齐 的 具有 转移 矩阵 P 的 可 
数 状态 的 Markov 链 , 简称 时 齐 的 可 数 状态 的 Markov 链 . 称 P 为 其 转移 概率 
矩阵 (有 时 也 简称 转移 矩阵 ), 称 {P(Xo = 让 ,ie 思 } 为 其 初始 分 布 . 本 章 所 研究 
的 , 都 是 时 齐 的 可 数 状态 的 Markov 链 . 

命题 2.2 设 {Xn,n >>0} 是 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 一 列 取 值 于 可 数 集 的 
随机 变量 , 则 下 列 三 条 件 等 价 : 

(1) (2.3) 式 成 立 ; 

(2) P(Xn = in|Xo = io, X1 = i ,Xn-l = in-1) 

= P(X, =in|Xn_1 = in-1) (2.4) 


(vn 之 1, {0,%1,* “ a C E); 


(3) P(X =in vmX, =ivl <u<n) 
= PX, =i nv mAX, 1 = in-1) (2.5) 
(Ym>nz21{iy ,im} CEti < <tn < < tn). 


证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 

定义 2.3 称 两 个 时 齐 的 可 数 状 态 的 Markov 链 是 等 价 的 , 如 果 它 们 具有 相 
同 的 初始 分 布 和 相同 的 转移 概率 算 阵 . 

仅 与 初始 分 布 和 转移 概率 矩阵 有 关 的 性 质 称 为 分 析 性 质 . 如 果 只 研究 
Markov 链 的 分 析 性 质 , 从 概率 空间 (Q*, 多 ", Pi) 出 发 即 可 . 

本 章 所 研究 的 Markov 链 , 都 是 时 齐 的 可 数 状 态 的 Markov 链 . 

附注 2.1 给 定 己 链 (Q 多 Xn,0m,P'i;ie E,n,m>0), 则 {Xn,n > 0} 
是 概率 空间 (Q*, 多 *, Pi) 上 的 以 PP 为 转移 概率 矩阵 , 以 {6;,;,7 e 忆 } 为 初始 分 
布 的 时 齐 的 可 数 状态 的 Markov 链 . 
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令 卫 = {0,1,2,…}, 厂 为 可 数 集 , P = (pij,i,j Ee BB) 是 巨 x 上 的 转移 矩 
阵 , (0*, .多 *, Pi)(i e E) 是 82 中 所 定义 的 PP 链 的 概率 空间 . 
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1. mn 步 转移 概率 pl")(n > 0,i,j e 奋 ) 





易 证 : 


py > PiiiPiia "Pin_1, (n> 2) 


pt 的 直观 概率 意义 是 从 状态 i 出 发 的 Markov 链 经 过 nn 个 时 刻 后 进入 状态 ji 
的 转移 概率 . 


2. 由 i 出 发 经 过 ”个 时 刻 初 达 状 态 7 的 概率 大， 
令 
1 = (| 人 |) 1,i,jEB,j= 忆 -{ 放 表 {} 之 
7 et … 了 5 了 
补 集 .) 
B 枯 和 = 山 =m 
3. 由 i 出 发 经 过 有 限 步 达 ? 的 概率 万 


令 


显然 ， 


fj 三 Sy 1 


n=1 


4. 初 返 时 间 Tj(w)(j € E,w € 90°). 


今 
人 1 
1， 右 wcc| |， 
四 
1 2; ,nC—1,n 
T;(w) = 人， 乔 位 记 i | 之 1， 
IJ 7 JI 
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则 万 是 定义 在 (9 ,多 "Pi) 上 的 取 值 于 {1,2,… ,oo} 的 随机 元 , 其 概率 分 布 
为 : 


Pi(T;=n)= 1 (n=1,2,.…), 

Pi(T=0%)=1- 及) 
5. 平均 再 现时 间 mii(i e EE). 
今 

(n) ep 
mi'i = 六 nfii 》 当天 ;出 
oo， 当 大 < 

mii 的 直观 概率 意义 是 : 由 状态 i 出 发 , 第 一 次 返回 状态 i 的 平均 时 间 . 故 


称 平均 再 现时 间 . 注意 : 即使 大 ; = 1, mi 也 有 可 能 为 oc. 
6. 由 i 出 发 无 穷 多 次 返回 j 的 概率 gij(i, 7 € EE). 


他 
m=P (DL U | | (i,j € E). 
a 
命题 3.1 gi; = fj;97; (i,j € E). 
证 由 (2.1) 可 得 


»-* (RV) 
1 2 
了 加 ， 7°, Te 


页 d77 一 fij977: 





命题 3.2 zi = fp mv) (n> 1). 若 令 


2,J Pj, 


Py) = yp (< 


n=0 
FN)= Df (SDH 
n= 二 1 
分 别 为 {p 四 ,nn 之 0} 和 {f1?,n 之 1} 的 母 函 数 , 则 还 有 


tj ? 
Pij(N) = 657+ Fis(NP,;(N), (| 和 | < 1). 
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特别 地 , 当 j =i 时 ， 


1 


Pi(A) = 1— Fi(\) 、 


| 和 | < 1). 


证 由 (2.1) 即 得 


n A 1, 2,.…. ,Vv—1,v0 也 
哆 -人 风 ; | | 
了 5 J 了 7 
(le a 


| 9 . 7° 
Ee (v) (n—v) 
= Pj, 
v= 二 1 














命题 3.3 用 = lim Fy(N) = Fs(l), p= ,lim P(N). 


证 由 定义 可 直接 验证 此 命题 成 立 . 


命题 3.4 
n 1 
(1) p= py (UD 





(2) m;,; = 55 
Fj(D),， 当 fj;=1 


证 由 定义 可 直接 验证 此 命题 成 立 . 
命题 3.5 若 gii=1, 太 ;>0, 则 gijy=1. 


证 
gj=P’ ( 


3 
a 


1 一 8 
C8 


有 VY 
及 甩 
NN 
LO OO 

iC8: 
os 


ce。 wm 





= gi— lim lim 已 (D NN 办 (3.1) 
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但 是 , 当 t+> m >0 时, 由 (2.1) 有 
gl | 
四 ? nN 二 mm 了 
tt 5 一 15 站 Nn 
Wye Dl ep 
Ss mm, ,t—1,t,..……,s8—1,s n 
> i ic | 站 je 
s=t 》 y 》 )》 》 7 n 二 8 十 1 
ET. J , 
ee J ,5, | ) 0- 
00 5 t 一 工 四 
sr (DN | )e-a. (82) 
s=t 2 n=m MW 


在 上 述 不 等 式 中 先 令 t 一 co, 次 令 m 一 oo, 得 


lim lim P’ ( 
7 一 Oo t—00 
es 
由 于 (1 一 户 )) < 了 所 以 


lim lim Pi (D I 站 四 j 0 (3.4) 
OO s=t n=m J 


以 (3.4) 代入 (3.1) 得 








[v2] 

外 
= 
~S. 四 
L_ 
三 3 

l| 

1 8 
FO——— 
A 
> 


7 一 Co t 一 Co 


< lim lim | 


名 
Hl 
中 


Po ss Pe 1. 
引 理 3.1 设 {an,n > 0} 为 非 负 实 数 序列 , 且 》 an > 0, 再 设 实数 序列 
n>0 
{bn,n 之 0} 有 极限 lim bn 二 b (b 可 以 是 oo 或 一 00). 车 


an 





ee 
Qyv 
v=0 
则 
bey 
lim 居 ” = lim bn. (3.5) 
也 一 OO 侯 一 OO 


> 


v=0 
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证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
附注 3.1 若 二 mm <oo 或 二 mm=oo 但 {an} 有 界 , 则 引 理 3.1 中 的 关 
于 {an} 的 条 件 成 立 ， 


命题 3.6 ”对 任何 17 E 互 , 恒 有 : 
ba > ] = (3.6) 
k=1 大 一 
证 由 命题 3.2 有 


-sl 


k=1 v=1 
ee -区 3 ye 


取 a = Zi 之 0),bo = 0,b, = > Fo (> 1), 利用 引 理 3.1 即 得 命题 3.6. 


2 
命题 3.7 对 任何 让 7 E 瑟 , 恒 有 
9 一 有 (lim (f73)") ， (3.7) 
从 而 gi; 非 0 即 等 于 fi; 且 “giis=1 侣 f=1”. 
证 


本 (. U 加 (m > 1). 
则 由 (2.1) 有 四 
ce 
-二胡 ?933(m) 


Bo 
若 注意 : gij(1) = 育 y,9i = ,lim gaz(m), 则 对 m 作 归 纳 法 可 证 


gij(m+1)= fi(fij)", 





所 以 
gj = lim gs(m+1)= fi (lim (F732)™) 


命题 3.7 证 毕 . 
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命题 3.8 ”对 任何 i,i eB, 昼 有 


让 一 Di,; 十 popfis. (3.8) 
好 5 


证 由 (2.1) 有 
i-r (Lb) 
n=112 
| 
人 


= pi,j 十 D popfiy. 
kz¥j 
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在 这 一 节 中 , 恒 设 (QZ Xn,0m,Pi,i € EB,m,n > 0) 是 P 链 , P= 
(pij,i,7 € BB) 是 P 链 的 转移 概率 矩阵 ,EB 是 其 状态 空间 , 其 中 每 个 点 i 都 称 
为 一 个 状态 , {9m,m > 0} 是 P 链 的 推移 算 子 族 , (0', 多 ', Pi)(i e E) 是 PP 链 的 
状态 空间 . 我 们 将 进行 状态 分 类 , 并 给 出 各 类 状态 的 判别 准则 . 记 PW = P" = 
(p19 ,je 轧 ). 扩 ,fij,95jsmaisT 和 忆 ,j( 和 ) 的 定义 见 $3. 

定义 4.1 称 状态 i 可 达 状 态 7 ( 记 之 为 i~4j)， 如 果 存 在 正 整 数 m, 使 
pl > 0. 车 i~4j 且 j 作 7i, 则 称 ij 互 逆 , 记 之 为 i4j7. 如 果 所 ;< 1; 则 称 人 i 
是 暂 留 状态 ; 如 果 万; = 1, 则 称 i 是 常 返 状 态 . 记 全 体 暂 留 状态 为 N, 记 全 体 党 
返 状 态 为 R. 若 常 返 状 态 i 满足 mii < oo, 则 称 i 是 正常 返 状 态 , 反之 称 i 为 零 
常 返 状 态 , 简称 零 状态 . 记 全 体 正常 返 状 态 为 Rt; 全 体 零 常 返 状态 为 RO. 


命题 4.1 对 任何 状态 i,j, 总 有 : 


iNAj 人 fij>0; AiO fijfii>0. 


suppl < fi) < Ds 
nn 之 1 
立即 可 证 出 此 命题 . 
命题 4.2 ie 六 今 二 < 
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证 由 命题 3.4 立 得 命题 4.2. 


命题 4.3 设 i 关 六 大 = 也 及) > 0, 则 
(1) 存在 正 整 数 m 及 正 数 c, 使 


pt opts (Vi 0) 
(2) fi i = J = fos = ) 
(3) > P=- 


证 (1) 因 万) > 0, 故 存在 M > 1, 使 = 由 人 >0. 用 Markov 性 (2.1) 及 
命题 3.7 有 








0 7 
re 


CC jC 
7 ?7 2 











加 





<ofistP (UU 有 ) 


m=1n=m 





= afiit+(l— gii) = afii: 
由 ac>0 和 0x<s sl 得 及 ;=1. 所 以 存在 M', 使 8=pHY) >0. 于 是 


PDT) > ph pp = app 和， 


所 以 , 车 取 m = M + M',c = ap 即 满足 (1) 的 要 求 . (1) 得 证 . 

(2) 因为 户 ; = 1, 即 ;ie R. 由 命题 4.2 知 by = co. 再 用 本 命题 中 的 
(1) 得 2 pf 一 oo, 从 而 jE R, 故 彤 ; =1. 总 之 ,我 们 由 万 ;= 1 和 矿 ;>0 推 
出 了 : 依 ; = 太 ;=1. 类 似 地 , 由 及 = 1 和 及; = 1 亦 可 推出 户 ; = 1. (2) 证 毕 . 

由 命题 4.2 及 命题 3.6 可 证 (3) 亦 成 立 . 命题 4.3 证 毕 . 

定义 4.2 设 Q@= (gij,ii EB) 是 x 上 之 答 阵 , El C E, 称 Qi = 


(qij,ij€E 忆 为 Q 在 El 上 的 局 限 , 记 作 Qi = Qon Ei. (对 于 行 , 列 向 量 , 亦 
有 类 似 定 义 .) 
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定理 4.1 对 于 任何 P 链 而 言 , 其 状态 空间 瑟 与 转移 概率 矩阵 已 恒 有 下 


述 形式 : 
B= NUR = NU(RUR+); 
N R R+ 
N /QQ Qo QQ+ 
P= R° 0 Po 0 ) 
Rt+\0 0 P 


即 Pon R°= Po,P on Rt = P,PonN=0Q,Qo0= (psi EN,je R),Q+= 
(Di 7 € N,7 € R+), piy 一 0 ( 当 i € R°, jER), pi,; =0 ( 当 2 GE R+,7ERT), Po 和 
P| 分 别 为 定义 在 RO x Ro 和 R+ x Rt 上 的 转移 矩阵 . 

证 (1) 若 ie RR, 即 所 ;=1. 若 太 ; >0, 则 由 命题 43 有 户 ;=1, 即 jeR. 
这 就 证 明了 : 
(2) 若 ieR+ (从 而 万 ; = 1,misi < o0), 且 万 ; > 0, 则 由 命题 4.4 知 : 


Dl 


且 存 在 正 整数 m 和 正 数 c, 使 


pt > cp (Yn > 0). 


bt 


再 用 命题 3.2 及 命题 3.4 有 


二 其 (1 和 Ps0) 


ee 二 人 
皇 : lim(1 一 入) 2 入 


Oo 
3 (n) n+m 
> i ee 
之 lim c(1 一 入) > pii 入 


n=0 


i 


Mis 





所 以 Je R+. 这 就 证 明了 : 
icR+ 和 jER+t => fi;=0> pi=0. 


(3) 若 ie 本 ,> 0, 则 由 命题 4.3 (1) 有 广 ) = 1. 雇 设 je R+, 则 由 (2) 
知 ie R+. 这 与 假设 矛盾 . 于 是 我 们 证 明了 : 


ieER 和 jée Rt>fi;=0> pj=0. 
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综合 上 述 三 步 , 定理 4.1 得 证 . 


下 面 我 们 对 R? (R+ 亦 类 似 ) 再 分 类 . 如 定义 4.1 对 任何 i,j € Ro, i 人 71j 对 
万 jfji > 0". 显然 , 关系 “个 ”定义 在 R 上 成 一 等 价 关系 , 即 是 (i) 具有 自 返 
性 (i € Ro 二 ii); (ii) 具有 对 称 性 (i,7 e RO,i 作 747 全 JrAii (iii) 具有 传递 
性 (人 75e RO,iANAIj,IA 人 7k 之 iAKk). 所 以 按 关系 个 7 可 以 把 R 分 成 一 些 互 
不 相交 的 等 价 类 : 


R= RUR2U 


由 命题 4.3 得 知 : 若 训 jE€ Re, 则 所 )= 1 着 iE RB,j € RD,n zm, 则 


定理 4.2 对 状态 空间 羽 , 总 可 分 解 成 : 
E= NUR= NUCRCURT+) 


us 


而 且 转 移 纸 阵 已 总 具有 下 述 形 状 : 


N RE RR Rt Ri …: 
N /QQ Qo Qo2 … QH QH … 
RI?|I0 P11 0 0 0 
RBBI0 0 Pi… 0 0 
Ri|10 0 0 Pr1 0 


Ri+|10 0 0 0 Pr2 


此 即 P on R9 = Pom,P on R+ = Prn,P on N = Q,Qom = (pij,i € N,j € 
RO,), Q+n = (pij,i € N,j € Rt),pi; = 0 (i € RY,jERM), pi; = 0 ( 当 
ic Rt+,j EE R+), Pom 和 Pin 分 别 为 RO x RO 和 RR+ x R+ 上 的 转移 矩阵 ,每 
一 个 RO (R+) 都 称 为 一 个 “ 零 类 ”(“ 正 类 ”). 零 类 和 正 类 统称 为 常 返 类 .N 中 每 
一 个 状态 自 成 一 个 类 . 

此 定理 的 一 切 结论 都 是 显然 的 . 


定义 4.3 称 状态 空间 媚 中 的 非 空子 集 J 是 封闭 的 , 如 果 “ie J jEJ > 
Di,i 一 0” ( 即 是 ， “EJ > pi,; = 1”). 
jE€J 
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定义 4.4 对 任何 J CE, 记 了 = {ieE: 太 ) = 0}, 其 中 fr; = 


| 中 ) 其 概率 意义 为 : 从 状态 i 出 发 ， 经 过 有 限 步 达 状态 集 J 的 概 
n=1 


率 , 而 了 的 概率 意义 是 : 不 能 经 过 有 限 步 到 达 状 态 集 J 的 状态 的 全 体 . 
命题 4.4 设 J 和 了 都 是 互 的 非 空 子 集 , 则 
(1) 了 是 封闭 的 ; 
(2) J° 门 了 也 是 封闭 的 . 
证 (1) 设 ieJ,jEj, 则 
pijsfis < fis=0, fr>0. 
所 以 Pi ; = 0, 此 即 了 是 封闭 的 . 


(2) 取 i e J. (a) 若 jE7, 则 由 (1) 可知 py = 0. (b) 若 jE J 则 pij < 
及 7 = 0. 由 (a)、(b) 可 知 2 Pij=1, 此 即 7 站 we 是 封闭 的 . 命题 4.4 证 毕 . 


IE.Jnvyc 
命题 4.5 对 任何 ie EF,{jE 马 : 用; > 0} 是 封闭 的 ， 


证 取 上 和 1 使 名 > 0 而 大 : = 0, 则 万, = 0, 从 而 pk: = 0 此 即 
{j E 怠 : 万; > 0} 是 封闭 的 . 


定义 4.5 称 状态 空间 妃 (或 者 称 P) 是 可 约 的 , 如 果 存 在 忆 的 一 个 封闭 的 
真子 集 J 反之 称 忆 是 不 可 约 的 . 


命题 4.6 已 不 可 约 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任何 i,jE E, 都 有 fi; > 0. 

证 充分 性 显然 成 立 . 必要 性 也 只 需 注意 : 若 有 io, jo e 5, 使 皮 ;, =0, 则 
{j ee 瑟 :及 ;>0} 是 五 的 一 个 封闭 的 真子 集 . 

推论 4.1 若 存 在 jE 已 ,使 及,j 启 i。 > 0(YJ ee 万 ), 则 已 是 不 可 约 的 . 

定义 4.6 设 ieB,i~7i, 称 {n 之 1:pl? > 0} 的 最 大 公 因 子 

GCD. {n>1:p >0} 

为 i 之 周期 , 记 之 为 di;. 

命题 4.7 车 fi;,fj;>0, 则 di=d;. 

证 由 假设 i~7i,j~4j,i~47, 所 以 d; 和 d; 都 有 定义 , 且 存 在 正 整数 。 和 
t 使 


p'Yp > 0. 
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于 是 


(n) 


DY) S03 pt) > 9p 


Pi,j Dj Pji > 0. 
所 以 di 能 整除 (s 十 n+). 但 由 pf > 0 知 pb) > 0, 所 以 由 ph > 0 也 可 推 
出 di 能 整除 (s + 2n 十 ). 于 是 有 
py > 0 全 di 能 整除 mw， 

从 而 
由 i 和 j 地 位 的 对 称 性 可 知 d; = 四. 

附注 4.1 命题 4.7 说 明 : 当 ie N, 太 5 > 0 时 d; 有 定义 ; 当 i,j€ R+ (或 
R09) 时 , d; 和 d; 都 有 定义 且 相 等 . 


下 面 把 RO, (或 R+) 分 成 一 些 更 小 的 循环 子 类 . 

由 命题 4.7 知 : 任 取 ie R90,, d; 有 定义 且 不 依赖 ie R90.. 故 可 定义 di 为 类 
R0, 之 周期 , 用 2?(m) 表 之 , 以 说 明 它 仅 与 Re, 有 关 , 而 与 RO, 中 的 具体 状态 i 
无 关 . 若 do(m) = 1, 则 称 RO 是 无 周期 的 . 

命题 4.8 设 万 ;万 ;> 0, 则 

(1) pp 人 > 0 dil(m+n), 
其 中 dlk 表示 d 能 整除 ; 

(2) pp > 0 = dil(ni 一 na); 

(3) 对 命题 中 之 i, 存在 M(i) 使 


pW) > 0 (对 一 切 m > M(i)); 
(4) 对 命题 中 之 i,j, 存在 了 使 
pl) >03n=r; (moddi); 
(5) 对 命题 中 之 i,j, 存在 7r; 和 KK(i), 使 
p77) > 0 (对 一 切 n > K(i)). 


证 (1) 因为 
pp > 0 pet™ > 0, 
(2) 由 万 ; > 0 知 : 存在 正 整 数 v 使 py > 0. 所 以 , 由 pe Be > 0 推 知 


py ph > 0, pp > 0. 
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由 (1) 知 
di|(ni+v), dil(n2 + wv). 
所 以 di|(n1 — n2). 
(3) 由 di 之 定义 知 : 存在 nj,… ,nx, 使 


k 
Te > 0， di=G.C.D. {ni,.… ,nx}. 
s=1 


由 数论 中 一 条 定理 可 知 : 存在 M(i), 当 m > M(i) 时 有 
k 
mdi 一 全 Co72s (cs 是 正 整 数 ). 所 以 


k 
pf > TP) >0 Gm> MO)). 
3 一 1 
(4) 可 由 (2) 立即 推 得 . 
(5) 由 有 万 ;>0 及 (得 知 : 存在 m/d; + 7j, 使 


pe > 0. 


由 (3), 取 K() =m + M(i) 即 为 所 求 . 

定义 4.7 设 媚 是 不 可 约 的 , d 为 其 周期 (由 命题 4.7, 忆 中 任 一 状态 i 之 
周期 d; 不 依赖 i, 故 可 以 用 d 表示 己 (或 者 PP) 之 周期 .), 若 d > 1, 令 Hi;; = 
G.C.D.tn>1:p > 0}, 若 dHij, 则 称 i,j 具有 关系 二 记 作 is 了 车 d= 1 
则 称 巨 (或 者 已 ) 是 无 周期 的 . 

命题 4.9 定义 4.7 中 确定 的 关系 心 是 一 个 等 价 关系 . 

证 (1) 自 返 性 . 由 d= Hii(Vie E) 知心 具有 自 返 性 . 

(2) 对 称 性 . 设 i = 也 任 取 m 满足 pt) > 0, 必 有 djlm. 而 由 命题 4.8 (1) 
知 : 若 pW > 0, 则 dl(m 十 芭 ). 所 以 dln, 从 而 dlHji, 即 ;< 让 对 称 性 证 毕 . 

(3) 传递 性 . 设 i3jj 守 k. 任 取 s 和 t 使 p>0,p 沪 >0, 必 有 dls 且 dkt 
及 p(t > 0. 由 命题 4.8 (2) 知 : 

>0=>n=s+t (mod dqd). 
再 注意 : dl(s 十 尹 , 可 知 
pl >0=>n=0 (modd), 


此 即 i s . 命题 4.9 证 毕 . 
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命题 4.10 设 马 是 不 可 约 的 , i 必 j,d 为 妃 之 周期 , 则 d = Hi;j. 
证 设 玉 ,; =56, 任 取 t 使 pl > 0. 由 命题 4.8 (3) 可 取 mo, 使 


mod mm d 
ty 


于 是 


pt i i 


所 以 
6|(t + mod), 且 5 十 (mo 十 1)d)， 
从 而 6ld. 而 ;is 刀 所 以 dl6. 总 之 d= 6. 命题 4.10 证 毕 . 


命题 4.11 设 己 不 可 约 , d 为 其 周期 , 县 p> 0,pi% > 0,m=n(mod qd) 
则 7 外 . 


证 由 本 命题 之 假设 及 命题 4.8 (2) 可 知 : 


p 兴 >0> 7 >0> (t+m) =n(mod d)”, 


但 假设 了 m = n(mod qd), 所 以 
>0=3t=0 (mod qd)’”, 


故 7 守 k. 命题 证 毕 . 
命题 4.12 设 马 不 可 约 且 其 周期 为 d, 则 关系 心 恰巧 把 巨 分 成 了 d 个 循 
环 子 类 : 
E = CiJC2U:…:UCa, 


i,j 同属 于 一 个 循环 类 Cr 的 充分 必要 条 件 是 : i 赎 j 而 且 
“人 E Cr 且 jECr+1 > Di,i 一 0”, 
从 而 
pl >0,i€EC. £ je€Cg= gm—r= s(mod dg). 


证 不 妨 设 d > 1. 由 于 = 是 一 个 等 价 关系 , 所 以 = 可 把 EE 分 成 若干 个 循 
环 类 , 使 两 个 状态 i 和 ; 同属 于 一 个 循环 类 的 充分 必要 条 件 是 i ~ j. 故 为 证 此 
命题 只 需 证 明 两 点 : (1) 循环 类 的 个 数 恰 为 d; (2) ie Ci,jECr41 全 pi,; = 0. ( 注 : 
当 1 和 r 乞 dm =rmodd) 时 , 记 Cm = 0;.) 
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(1) 先 证 循环 类 之 个 数 不 超 过 d. 反之 ， 必 有 状态 40, 21)， .2d) 使 Ls 与 Lt 无 
关系 必 (此 处 s 关 t,0< s,t < qd). 取 mi,… ,ma 使 


I 风光 
由 命题 4.11 知 
ms#m (mod d) 
对 一 切 s 关 t,1 < s,t < d 成 立 . 
由 命题 4.8 (3), 可 再 取 mo 使 


mod 
pt 0 


>0. 
由 命题 4.11 又 有 
mi00 和 mm (modd) (1l <s<d). 
而 d 个 正 整 数 {m1,… ,ma} 中 的 每 一 个 都 不 能 用 a 整除 , 且 互 不 同 余 , 这 是 不 
可 能 的 . 这 就 证 明了 循环 类 之 个 数 不 能 超过 d. 
于 是 可 令 
E = OUC2U:…. Uz. 
再 证 每 个 C 都 非 空 (+ = 1,2,… ,d). 由 命题 4.10 知 : ; 和 ; 属于 同一 个 循环 类 
蕴涵 了 : pi,; = 0. 今 在 各 个 类 中 取 一 个 非 空 者 , 认为 这 是 C1. 任 取 i 计 je C1, 由 于 


= 》 pi = 2 Di 7 


d 
jE€ 出 Ck 
k=2 


所 以 必 存 在 je 局 Cx, 使 pi,,;。> 0. 就 认为 含 j 者 是 Cz. 若 d = 2, 则 终止 . 
车 d > 2, 由 命题 人 10 知 

p=0 (YJ ee Ch). 
而 

Pii,is > 0 了 > piizpiz,y (EC1)， 

所 以 

Di =0 (Vi € 01). 
而 pisj = 0 (Yj € C2), 所 以 

1= 》 piaj = >》 ， Diz 


jE€E a 
JEU Ck 
k=3 


因此 , 存在 ja e 已 cu 使 pam > 0 就 认为 含 ja 者 为 C3. 若 d = 3, 则 


终止 . 若 d > 3， 则 仿 上 继续 进 和 于 下 去 .d 次 以 后 , 得 到 a 个 状态 和 …… ,ia 满足 
ikp ECk (k= 1,.. ,qd), 且 
d—1 


II Pixrsirti > 0. 
k=1 


(1) 证 毕 . 

(2) 再 证 i e Cr,7JECr+l 地 pi,; = 0. 

设 ie Cuje Co,pij > 0. 往 证 6 = (a+1) (mod qd). 事实 上 ,不妨 令 8 > a. 
因为 iOio,j 守 ip.(i1,… ,ia 是 (1) 中 找 出 的 那 组 状态 , 故 有 piii,， > 0.) 所 以 
存在 mm 和 mm' 使 


pd > 0， Do > 0， 

因此 
机 
但 是 又 有 
pi,; > 0. 
所 以 由 命题 4.8 (2) 知 
md+B-at+md=1 (mod dd), 
从 而 
B—-a=1 (mod qd). 

命题 证 毕 


定理 4.3 设 马 不 可 约 , 其 周期 为 d, 则 马 可 分 成 d 个 互 不 相交 的 非 空 的 
循环 子 类 :一 = CiUCcsU…UCa 这 时 PP 有 如 下 形式 (自然 设 d > 1): 


C1 C2 C3 Cy_1 Ca 
C1 0 PB 1 0 0 0 
C5 0 0 BB 0 0 
Ca-1 0 0 0 bP. 1 
Cy \NWP 0 0 0 0 
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~ 


PO 竺 pd 往 户 斑 ( 所 j,ij EB) 有 如 下 形式 : 


C 1 Co C3 Ca 
Cl /PB 0 0 0 
Co 0 已 0 0 
Cs 0 0 B, 0 
Cr \0 0 0 P, 


即 是 万 on Cu 一 PP 是 转移 和 矩阵, a = 1,2,… ,d,Pi,; = 0 ( 当 i€ Ca,jECo,Q = 
1,2,… ,d). 此 外 ,五 是 不 可 约 的 、 无 周期 的 . 


证 只 需 证 Pon Co = 忆 是 不 可 约 的 无 周期 的 转移 矩阵 . (其 他 论断 前 面 
诸 命题 已 经 证 明了 .) 
任 取 ie C6. 若 斋 ) >0, 即 pl >0, 则 必 存 在 广 ,… ,ja-1 使 


Pi,j1pji,j2 "Pja_1,i > 0. 
故 由 命题 4.12 知 


j1 E Catl,j2 ECa+2 jd-1 E Coatd-1. 


所 以 
了 E Ca+d = Co. 


可 见 ;ie Cu,JEC。 必 导出 元 ; = 0. 此 即 PB 是 转移 矩阵 . 

再 证 P on Ca = PP 是 不 可 约 的 . 事实 上 , 任 取 i,j € Cu, 由 的 不 可 约 
性 知 : 必 存 在 m, 使 [2 > 0. 又 因为 i 和 了 同属 于 一 个 循环 类 Cu, 故 必 有 
mm 二 rd, 所 以 

30 =p ph >0 
此 即 PP 是 不 可 约 的 . 
最 后 证 明 户 , = 万 on C。 是 无 周期 的 . 任 取 ;ie Cu, 由 命题 4.8 (3) 知 : 必 存 
在 mo 使 
Bo pS 
即 
Du sy Sh 0 
所 以 
G.C.D.{m>1 : pl) >0}=1, 


此 即 PB 是 无 周期 . 定理 证 毕 . 
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由 定理 4.2 看 出 , 任 一 P 链 的 状态 空间 EE 总 可 分 解 成 
E=NUR= NU(RUR+)= NU (U 友 ] U (U my | 


由 于 P on RO, 畦 Pm 是 不 可 约 的 (P on R+ 空 Pi 亦 然 ), 所 以 若 令 RO,(R+) 
之 周期 为 (mm)(dt+(n)), 则 由 定理 4.3, Ro (R+) 恰 可 分 解 成 go(m)(d+(m)) 个 循 
环 类 : 


Po 和 Pio 都 是 不 可 约 无 周期 的 转移 矩阵 而 且 
p77 >0,ie Rd(s), jeRV) ts=r(mod dm)), 


定理 4.4 对 任意 已 链 的 状态 空间 媚 , 总 有 
Oo 

(DieR 于 1 
n=0 


OO 
i€ERt Sp =00 且 Fii(l)< oo 
n=0 


命 9ii 一 1 且 1) < Oo， 


(2) iER 且 i 和 4j 车 fis = fij 一 fi 一 fii = gii = 93,; = 9i,; = 97 = 1. 

证 由 命题 3.4、3.7 和 4.3 立即 可 得 此 定理 . 

附注 4.1 在 本 书 中 , 矩阵 (特别 地 , 向 量 ) 的 大 小 的 比较 、 极 限 等 都 是 逐 元 
意义 下 的 . 例如 8 中 = (gq 四 ,ie ,je 2),QWm > Q(m) 的 意思 是 gq) > gt” 
(对 一 切 ie Fi,j € EF); 


lim Q(™ = (lim gl®),ie Ei,j e BE). 
亿 一 OO 亿 一 OO 


Bi 门 B2 = G 有 时 表 


Ei Eo 
0 = El {Qi1 Qi 
FE2 \Q21 QQ22 


其 中 Qst = (qij,i€ Es,j€ EB),l<s,t<?2. 
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在 这 一 节 中 , 恒 设 EE 是 可 数 集 , P = (pi;,i,j Ee BE) 是 已 上 的 转移 阵 ，P" = 
Pm) = (pf ,ij e 五) 是 n 步 转移 阵 , (Q*,', Pi)(ie B) 是 如 82 中 所 定义 的 P 
链 的 概率 空间 , 本 节 研 究 的 主要 内 容 是 : ,lim np 存在 的 充 要 条 件 是 什么 ? 当 此 
极限 存在 时 , 如 何 求 ? 有 何 性 质 ? 以 及 状态 的 区 分 等 等 

引 理 5.1 设 {所 :n> 1),{pn :n 之 0} 是 两 个 非 负 实数 序列 ， 和 fs < 

n=1 
1,pn < 1,po = |， 且 
pn = frpn-v (n>1), (5.1) 
v=1 
则 G.C.D.{n: fn > 0,n2¥1}=G.C.D.{n :pn > 0,n > 1}. 

证 邻 s= minfn:f>0nz1), 则 s= min{fn :pn > 0,n > 1}. 再 令 
dy=G.C.D.{n: fn >0,s<n< N},dy =G.C.D.{n:pn >0,s<ns< > 
3). 显然 d= s 一 di. 设 dy = 鸣 , 推 证 : dy ,1 = dj41 事实 上 ， 


N 
DPN+1 三 》， fupN+1_v 十 fN+1; 


2 一 1 
若 fw+1 > 0, 则 pw+l > 0, 所 以 由 归纳 法 假设 得 
dv = G.CD.{dy :N+1}=G.CD.{dy :N+1}= do 
若 fn+1 =0= pw+1 则 类 似 地 有 dv = adj; 若 fw+1 = 0,pN+1 > 0, 则 存在 
v1<v<N, 使 fpn41_v > 0. 因此 
vlv,ds (N+1—v). 
从 而 由 d = dy 得 dyI(N 十 1),d%I(N 十 1), 所 以 dyn1=dwy=dw=dw41. 总 
之 , 恒 有 di = dj41 (对 一 切 N > s). 引 理 证 毕 . 
定理 5.1 若 i 是 常 返 状 态 , 其 周期 为 d;, 则 
im hpi 0) = 由 /mi (5.2) 
(其 中 mii 是 平均 再 现时 间 , 当 b 二 土 oo,a 是 实数 时 , 此 后 恒定 义 5 = 0). 


证 由 于 ? 是 固定 的 ， 简 记 pl fA di, mi 为 pn, fn,d, mm. 显然 {fn :nN 之 
1},{fpn :n 之 0} 满足 引 理 5.1 的 条 件 . 令 m = 六 fuln > 0), 则 
Vv 二 nn 十 


nN 


ToPn = Pn = Sy fupn—r = >》 (rui = Ty )pn—v. 


2 一 1 v=1 
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n n—l 
从 而 2 Typn—v 一 :3 TypPn—1l—v 不 依赖 m 之 0. 但 ropo 三 十， 所 以 
2 一 0 2 一 0 


Dn 三 1 (n>¥0). (5.3) 


2 一 0 
令 入 = lim sup pnd = lim sup pn. 必 有 {nx} 使 Jim pnid 二 入. 由 (5.1) 
多 一 OO 也 一 OO 一 ”DO 


n=1 


“fs> 0, lim pr 二 入 污 Him Pms—s A 
所 以 , 反复 利用 上 述 推理 可 证 : = cjs;,0j,3) 为 下 整数 
fsj>0, 1< a > im pd-t = 
由 引 理 5.1 及 d 之 定义 得 知 : 存在 sj, fs; > 0,1<j < 1 使 4=G. CD {ds 
st}. 所 以 由 数论 的 一 条 初等 定理 可 知 : 存在 so 使 “s > so 全 sd = > 5 国 


此 ， im Ps-s)d = Ms > s0). 以 n= (nk — so0)d 代入 (5.3) 并 注意 ， pv 二 0 ( 当 
v 关 0(mod d)), 有 


Nk— 30 


Se TydPp(nk—so—v)d Ee l1. 
v=0 


当 这 rvd < oo 时 , 在 上 式 中 令 k 一 co 并 应 用 控制 收敛 定理 (注意 lim pen。-sa 
i 3 50) 可 得 


oo 
入 》 rud 三 省 : 


v=0 


而 当 - rva = oo 时 易 证 入 = 0. 总 之 恒 有 





二 三 1 
Da 
2 一 0 
又 因为 f=0 ( 当 v 关 0(mod d), 所 以 
1 vd+d—1 
Tyd 二 一 Tj) 
d j=vd - 
从 而 二 mu = = 二 二 | 所 以 入 = 5 若 令 8 = im inf pna, 仿 之 可 证 
2 一 7 一 
8 = 上 定理 证 毕 
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推论 5.1 设 i,j 同属 于 某 个 周期 为 d 的 常 返 类 Ro (或 Rt)，R9，= 
REm()U…URn(doie Rr(s), i € Rm(t), 则 


下 0， 若 7 关 t+ 一 s(mod d)， 
Di 攻 2 若 r=t 一 s(mod dq). 
7727, 
证 当 7 关 (t-s)(mod dg) 时 , 推论 5.1 的 论断 显然 成 立 . 当 r = (t-s)(mod dg) 
时 , 由 命题 2.3 有 


(5.4) 


OO 
六 


v=1 


再 注意 : pe 二 0 ( 当 v 冯 0(mod qd)), 故 


罗 > J a (5.5) 
v=0 


在 (5.5) 中 令 n 一 oo 并 应 用 引 理 1.1、 定理 5.1 即 得 (5.4) 中 第 2 式 . 推论 得 证 . 
对 于 任何 周期 为 d 的 状态 j, 总 令 


fiir)= 2 9 


n=1 
n=r(mod 4d) 


定理 5.2 (1) 若 j 不 是 正 状 态 , 则 ,Jim n pi = 0(Vvi € E); 
(2) 车 j 是 正 状态 , 周期 为 山 ， 平 均 革 锭 时 间 为 mj, 且 
(a)] 车 ; 是 常 返 状态 但 与 了 不 在 同一 类 中 , 则 


p=0 (Yn > 1); 


(b) 车; 与 了 同属 于 一 个 正 类 , i € R+(s),j € R+(t), 则 p= 0 ( 当 
多 天 tt 一 s(mod qd)), 而 


lim psi+7) 一 2 ( 当 了 = 上 一 s(mod qd)); 
1 一 oo ”27 TI, 
(c) 若 i 是 暂 留 状态 , 则 对 一 切 r+, 有 


n Tr dj 
dim pi = 有 人 二 一 


证 由 命题 3.2、4.2 及 推论 5.1 即 得 (1). 由 定理 4.2 得 (2) (a). 由 推论 5.1 
得 (2) (b). 由 (5.5) 式 及 引 理 3.1 和 定理 5.1 得 (2) (c). 
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定理 5.3 对 任何 i,j € EB, 总 有 
.1 
im ~ Dp = ri (5.6) 
存在 , 其 中 Ni; = 丹 ;/mj,j ( 当 7 是 暂 留 状态 时 , 定义 mjj = oo0). 称 五 = 
(mi 为 7E 五 ) 为 三 的 遍历 极限 . 
证 由 定理 5.2 立即 可 得 定理 5.3. 
定理 5.4 im PC) 存在 的 充 要 条 件 是 每 个 正 状 态 的 周期 都 是 1. 如 果 条 
件 成 立 ， 则 im_ P(") 三 :从 三 (nih SC E), Ni, 由 定理 5.3 所 定义 . 
证 由 定理 5.2 和 定理 5.3 即 得 本 定理 . 
下 面 我 们 研究 二 的 性 质 及 求法 . 
命题 5.1 Vie EE,ij€ Rt(R9 亦 类 似 ) 有 


及 = 肠 届 (及 半 之 定义 见 定义 4.4). (5.7) 
证 
,天 一 1 
fi ,Rt = ey : 本 











eg hy Pe 
k=1 sath Rs "ee 


ts 1, ,kl1,k ”|m 
外 ee 本 
用 (2.1) 并 注意 户 ) = 10 e R+) 可 证 (5.8) 右 方 第 一 项 为 0, 而 第 二 项 等 于 
了 人 本 ”|m 
PP’ 》 》 ? 
Un no 


也 加- 


所 以 疡 at < 凡 j, 而 小 于 号 不 能 成 立 . 命题 得 证 , 


命题 5.2 人 =P= PI=I? 
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证 “用 控制 收 全 定理 可 得 
i (让 I 3 i 
用 Fatou 引 理 可 得 


1 1 
二 | lim 二 (z) (z+1) | = 
np- (加 2P? P< (SE? j= 


= 并 . 








4> 


则 了 Pl1 = 1, 故 上 式 不 等 号 不 可 能 成 立 , 所 以 了 TP = 区 . 


由 二 = HIP 得 了 = PW(n >0), 所 以 世 = 区 (: 3 Po) (n > 1), 
2 一 1 
1 一 oo 并 用 控制 收敛 定理 可 得 
: 1 . v > 1 v 
也 = lim 1 (这 | = 区 (iP |] = 万 2. 
命题 证 毕 . 
定理 5.5 记 


E= NUR= NUROUR+ = NU (UU 加] U (U | 


则 刀具 有 下 述 形 式 : ~ 


FI Ri Ri R+ 








N 
0 0 A(1) A(2) A(3) 

R| 0 0 0 0 0 

Ri| 0 0 BI) 0 0 

Ri| 0 0 0 BC2) 0 
0 0 


0 0 B(3) 


今 
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即 Tij = 0(i € E,j E€ NUR°),A(m) = (rij,i € N,j € Rt),B(n) = I on R+, 
ri = 0(iE(NUR+),j ERt)， 车 记 n(n) = 元 ER+] 是 以 为 分 
量 、 定 义 域 为 Bt 的 行 向 量 , a(m) = (fr hryi EN) 是 以 疡 六 ， 为 分 量 。 定 义 城 
为 NN 的 列 向 量 , 则 有 B(n) = 17’(n), A(m) = a(m)mr (mh)， 于 还 有 B(n)1 = 1, 
即 是 B(n) 是 行 行 一 样 的 每 个 元 素 都 大 于 0 的 转移 矩阵 . 

证 用 定理 5.2 及 命题 5.1， 为 证 此 定理 , 只 需 证 明 B(n)1 = 1 即 可 . 事 
实 上 , 由 命题 5.2, 了 = 17? 得 B(n) = B(n)?, 即 1r(n) = (1r(m)1r (mo)) = 
1(r'(mDm(n) = (ro)D)(Lr(o), 由 1r'(n) 每 一 元 素 均 为 正 知 x(n)1 = 1 故 
B(n)1 = (17(n))1 = 1(x(n)1) = 1. 定理 证 毕 . 

定义 5.1 称 Q = (qi,;,i,7 € E) 是 准 转移 矩阵 ， 如 果 qij 之 0， hm < 
1(i,j,E 万 ). 称 准 转移 矩阵 Q 具有 厅 结构 , 如 果 羽 5 可 分 成 不 交 子 集 的 并 : E= 
GUU 久 UU… (G 或 五, 可 为 空 集 ), 使 @ 具有 下 述 形 状 : 






0 CD)a(1) C(2)q'(2) 
0 1g(1) 0 
0 0 1g'(2) 





Fl 
F» 


其 中 C(m) 是 以 G 为 定义 域 、 分 量 为 非 负 实数 的 列 向 量 , q'(n) 是 以 五, 为 定义 
域 、 分 量 为 非 负 实数 的 行 向 量 , 且 gq'(n)1 = 1. 


显然 , 若 Q 具有 区 结构 , 则 必 有 Q? = Q (注意 g(n)1 = 1). 又 由 定理 5.5， 
I 是 具有 I 结构 的 ( 取 G = NUR,F,= Rt,g(n) =w(n),C(m) = (em))， 


命题 5.3 若 Q = (gjb7 e 奋 是 准 转移 矩阵 , 则 lim = > Qr =- 方 存 
在 且 具 有 万 结构 (Q* 是 @@ 的 vv 次回 ). 
令 A 是 巨 外 之 一 点 , Ba = EU{A4} ({4} 表示 由 4 构成 的 单 点 集 )， 


b=1 一 Q1, 则 Qa = | 是 定义 在 EA 上 的 转移 矩阵 . 由 定理 5.5 知 


存在 且 有 也 结构 , 故 ,lim 二 党 Q* 存在 也 有 厅 结构 
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命题 5.4 Q 是 准 转移 矩阵 且 Q = Q@Q” RE Q 具有 万 结 构 . 
证 充分 性 由 结构 之 定义 即 得 . 必要 性 由 Q = = = Q* 及 命题 5.3 即 


命题 5.5 fiJj(iE ,J CE) 具有 下 列 性 质 : 

(1) fis =0,fig= 1(ie Eb); 

(2) NC fin fip; 

(3) 丹 j 对 J 具有 完全 半 可 加 性 ; 

(4) { 刀 } 是 不 交 封 闭 集 一 户 Um = Df; 

(5) 车 了 CB 国定 , 则 或 内 一 1 (对 一 切 ie 忆 ), 或 jaf 太 j=0. 


证 (1)、(2) 显然 成 立 . 


or 


所 以 fiU < 六 fiy,: 
(4) 若 {及 } 不 交 封 闭 , 则 当 jw 关 v 时 ， 


nt 


故 由 (5.9) 即 得 (4). 
(5) 由 (2.1) 得 


sie = Ls 
jEJ° Dh fe | A A 
1，.… ,7 一 工人 多 
> | (1— f;,7) 
jE€J° (es 7 ， | 
xP 站 : 1 一 inf 请 
~ ce jeTe 17] 


令 n 一 oo 即 得 : 1 一 了 fis (1— fan)(1 — inf f5,7), (5) 得 证 . 
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令 y= 了 1 则 
N >》 a(m) 
了 二 二 ， (5.10) 
R+ 1 


即 是 yonN = > al m),Y on R? = 0,Y on R+ = 1,a(m), 卫 之 定义 见 定理 5.5. 


本 书 中 恒 用 (m)v 表示 定义 域 为 J 分量 有 界 的 列 向 量 全 体 ())v 表示 定义 域 
为 了、 诸 分 量 之 绝对 值 之 和 收敛 的 行 向 量 的 全 体 . 若 J = EE, 则 简 记 (m)g、(l)g 
为 (m)、(0). 用 ei(e) 表示 对 应 于 i 的 分 量 为 1、 其 他 分 量 为 0 的 列 ( 行 ) 向 量 ， 
命题 5.6 {ei7 :ie 万 } 或 无 0 或 有 无 穷 多 个 0. 


证 若 R 不 空 , 则 P on R0 是 转移 矩阵 , 而 im a (P™ on R)=0, 故 RO 

必 为 无 穷 集 , 由 (5.10) 知 {ely :ie E} 有 无 穷 多 个 0. 
若 R? 是 空 集 , 再 设 {i : ely = 0ie 马 } 关 .由 (5.10) 和 命题 5.5(4) 及 定 
理 5.5 知 : 当 ieN 时 有 ely = 于 天 有 二 六 Ra+ 所 以 由 (5.10) 及 R? 是 空 集 知 : 


OSAz{i:ey=0,ie EF}={i:ey=0,iERt} 
= {i: fipt =0,iERt} = ft(R+)° 
(有 + 之 定义 见 定义 4.4). 车 R+ 是 空 集 , 则 ely = 0(i e 刀 ), 命题 5.6 成 立 , 若 R+ 
非 空 , 用 命题 4.4 知 用 (R+): 为 封闭 集 , 故 P on (Rt+(R+)*) 是 转移 矩阵 , 若 注 
意 及 + (R+)* CN ( 因 R 是 空 集 ) 知 
lim (P on R+(R+)°)" = im (PO) on R+(R+)°) = 

所 以 R+(R+)* 是 无 穷 集 , 命题 5.6 证 毕 . 

命题 5.7 下 列 陈述 等 价 : 

(1) 了 是 转移 适 阵 ; 

(2) R?° = &, firp+ = 1ieN); 

(3) inf{e’y:i€E E}>0. 

证 由 (5. oy 及 ey= 扩 Rt+(i EN) 知 (1) 今 (2). 而 (1) 守 (3) 显然 ,下 面 
证 明 (3) 全 (2). 若 (3) 成立, 则 Ro = %， 


1 让 人 jiR+ >0, 


用 命题 5.5 (5) 得 rh; = 1 (对 一 切 ie 如, 故 (2) 成 立 . 
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由 命题 5.1、5.7 及 定理 5.3 知 : “= 17,x1=1,m>20 全 RR?9=%, 恰 有 
一 个 正 类 , 且 扩 pt =1(ie N).” 
定义 5.2 称 转移 和 矩 阵 已 (或 对 应 的 PP 链 ) 是 无 耗损 的 , 如 果 厅 是 转移 适 
阵 ; 反之 称 P 是 耗损 的 . 


引 理 5.2 设 an) = (ao(n),ai(n),), a = (a0,01,.*…*), am) > 0, 
a(n)1l= 1 (n> 1), 
bo 


Jim on) = of 若 下 列 两 条 件 之 一 成 立 : 
(1) lim sup 3 oi(n) = 0; (2) A (n)B < cln > 1), lim Be = 00,8 > 0, 则 | 
k—00 n>1 i=k k—o00 
l=1. 
证 设 (1) 成 立 , 则 对 任 给 s > 0, 存在 ko, 使 


sup > ai (也 ) < 3 


你 之 1 dRo 


再 用 im a/ (n) 一 Q/ 得 : 存在 No 使 [ai(No) 一 oz < Sl 一 1, 2, Pas ko). 所 以 


ko ko 
/7 € 
CQ 工 之 2 之 > (wom 二 Dk | 


>1- > oa(No)- 了 >1-e 


1 一 Ko 


由 s 之 任意 性 得 w1 > 1， 再 用 Fatou 引 理 得 Al1=1. 
设 (2) 成 立 . 则 c > > Qi(n)Bi > (inf Bi) ;> ciaup > oi(n) < c/ i inf Bi, 


由 (2) 即 得 (1). 引 理 5.2 证 毕 
定理 5.6 设 包 = {0,1,2,…}, 


lim Br = o0, PB < B, 则 PP 是 无 耗损 的 . 
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证 任 取 ie 万 固定, 令 ap) = el (2 pS Pp") ,Q 二 el 了 用 引 理 5.2 (2) 
v=1 
即 得 w1 = 1, 故 1 = 1. 定理 得 证 . 


定理 5.7 设 户 = {0,1,2,.…}, 


a 是 正 实 数 , PB < oo0,elPB < elB 一 a (除去 马 中 有 限 个 引 , 则 PP 是 无 耗损 的 . 


证 由 假设 知 : 存在 b> 0 使 P6 < B+b1, 故 PWWB < oo(n > 1). 再 用 假设 ， 
存在 c > 0 及 一 个 列 向 量 a,a 只 有 有 限 个 分 量 为 1 其 他 为 0, 使 PB < 6-altca. 
由 PB 二 al<< B+ca 得 


(: 三 zw PB+al< (: > | B+c ( 0 a. 


2 三 1 v=1 v=1 


注意 PB < oo(n > 1) 可 得 : 
Qal < lpg 一 工 Pn+D8 十 C 上 3 Po) | a. 
~n n 站 


令 n 一 oo0 即 得 al < clfa < clll=cy. 故 inf{ely:i€EE}> - > 0, 所 以 由 命 
题 5.7 知 P 是 无 耗损 的 . 

定义 5.3 称 分 布 行 8'(B' > 0,B'1 = 1) 是 转移 纸 阵 P (或 对 应 的 忆 链 ) 的 
平稳 分 布 或 不 变 测度 或 谐 测 , 如 果 B'P= 8 

尔 “z'P = x', 2'€ (1), zx' 之 0” 为 左 方程 . 


定理 5.8 下 列 4 条 陈述 等 价 : 

(1) 方程 “z' 已 =zze()” 有 非 0 解 

(2) 有 正 状 态 存在 ; 

(3) 左 方程 有 非 0 解 ; 

(4) P 有 平稳 分 布 存在 . 

证 先 考察 “z'P = zz e (1)” 的 通 解 . 用 控制 收敛 定理 可 得 : 右 xz'P = 
zz e (1), 则 zz' 了 = zz' ee (1). 再 用 定理 5.5 得 : zw on (NU RI) 为 0, 若 记 
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7/ on R+ 为 s%, 则 再 用 定理 5.5 有 


x’ = (0,0, s1, 59) = (0, 0, s1, s2,.…* )I 
0 0 a(l)x‘(1) a(2)x’(2) …: 


0 0 0 0 
= (0,0,s1,s2…) 0 0 17’(1) 0 
0 


0 0 17’(2) 


= (0,0, si7’(1), s27’(2),.…: ), 


即 zw on (NUJR°)=0,7’ on Rt = sn (msn = s41, Dn) S06: 
反之 , 任 给 满足 上 述 要 求 的 z', 必 满 足 ?P= 2',z ee (D), 故 “2'P= 7,Y'€ 
(1)” 的 通 解 为 
NR Ri R# 
x’ = (0, 0, si7’(1), s27’(2),.…:), 
》 |sn| 一 oo. (5.11) 


(1) 全 (2). 由 通 解 的 形状 即 得 . 
(2) 坟 (3). 在 (5.11) 中 取 si > 0, s; = 0(i > 1) 即 为 左 方程 之 非 0 解 . 


>( 
( 
(3) 过 (4). 设 w 是 左 方程 之 非 0 解 , 取 8' = 二 即 为 P 的 平稳 分 布 . 
(4) 二 (D, 显然 


定理 5.9 若 书 是 不 可 约 的 , 则 
(1) 左 方程 只 有 和 突 解 > I = 0; 


(2) 左 方程 有 非 零 解 全 万 = 1mr, 其 中 = ry 是 左 方程 的 唯一 非 零 
解 ( 常 因 于 除外 ), 互 = R+, 且 x' 是 三 的 唯一 的 平稳 分 布 . 


证 (1) 由 左 方程 只 有 零 解 及 定理 5.8 知 : 无 正 状 态 , 故 二 = 0. 
(2) 由 左 方程 有 非 零 解 知 有 正 状 态 存在 , 而 P 不 可 约 , 故 E = RI. 故 左 方 
程 之 非 0 解 为 z = slr'(1),sl > 0, 而 刀 = 1r'(1), 故 


由 P= 了 知 :7'="w(1) 是 P 的 唯一 的 平稳 分 布 . 


对 一 般 的 转移 阵 P 而 言 (可 能 是 可 约 的 ), 解 左 方程 , 其 通 解 必 为 0 的 地 方 
对 应 的 状态 就 是 NU RO, 其 余 的 地 方 就 是 R+, RH ,而且 x'(n) 也 得 出 了 . 根 
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据 定理 5.5, 的 结构 ， 只 需求 出 a(m)， 世 就 完全 求 出 了 . 下 述 定 理 就 回答 了 
a(m) 的 求法 . 


定理 5.10 对 任何 转移 矩阵 PP 而 言 ， 


N 


Fo a(m) 
UB 
Ss<m 0 
Rt 1 
(JRi\ 0 
s>m 
是 
y y 
0 0 
《Plo|=|0l,0<y<1) 
1 1 
0 0 
的 最 小 解 . 


证 由 PT= 了 并 应 用 定理 5.5 I 的 结构 再 注意 w(m) > 0 即 可 发 现 它 是 
解 . 再 证 最 小 性 . 任 取 上 述 方程 的 一 个 解 


OPOoOR 
© 
人 
© 
人 
~ 


OO OO OR 
| 
>a 
Si— 
中 : 

N 
Ni 


Om OO OR 
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令 n 一 00 并 用 Fatou 引 理 及 定理 5.5 了 的 结构 可 得 


Y y 0 a(m) 
0 0 0 
0Iz20I1I0|1z2ZHHI0|= 0 
1 1 1 1 
0 0 0 0 
至 此 , 厂 的 求法 及 NUR? 与 UR+ 的 区 分 已 经 解决 . 本 节 最 后 一 个 问题 就 


是 要 区 分 N 与 RO. 


命题 5.8 任 取 JCE,Jz@,A=PonJ, 则 

(1) im A"1 二 a 存在 ; 

(2) Aa 一 a, 且 a 是 《hy 二 y,0<y<<1》 的 最 大 解 ; 

(3) ai = ea=1- fis(ie)); 

(4) 令 6 = ai(i€ J), d= 0 eT),ddi,i ee E), 则 el(Pa)=1-fiy(ieE). 


证 任 取 ie J, 则 由 测度 Pi 的 定义 有 


/ n pi ~ k 
sse (BE) 


故 (1)、(3) 得 证 . 再 证 (2). 用 控制 收敛 定理 得 ha = 4 lim 4"1 = lim 4"+ 1 一 
a. 若 Ay==y0<vy<1, 则 y= A"y < 4"1, 从 而 y < lim A"1=a, (2) 得 证 . 
最 后 证 (4). 用 (3) 有 


-rl -Br (Bl) 


= pis(1— fej) = 5 paj(eyaq) 


jE€J JE€J 
= 2 ,pity = ei(Pa). 
jE€E 
命题 5.9 下 列 陈 述 等 价 : 
(1) fiye = 1(ie€ E); 
(2) frye = 1(i€ Ji 
(3) a = 二 0 (a 之 定义 见 命题 5.8); 
(4)《 Ay =y,y>0,ye(m)》 只 有 0 解 . 
证 (1) => (2) 显然 . (2) 一 (3), 只 需 注意 ela = 1 一 掺 xe(i € J). (3) 二 > (49)， 
设 y 为 方程 之 解 , 不 妨 令 Ay = y,0 < y < 1, 由 命题 5.8 (2) 有 0<y < o 而 今 
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设 o= 0, 故 y= 0, (4) 成 立 . (4) = (1), 由 (4) 成 立 , 再 用 命题 5.8 (2) 得 a = 0， 
从 而 Ph=0. 但 @Pi=1- fijGieE), 所 以 fi =1(ie E). 

推论 5.2 设 4 为 状态 了 之 余 阵 , 即 是 A= Pon(E 一 {让 j), 则 下 列 陈述 等 
价 : 

(1) fi;=1 (eB): 

(2) fe; =1(i #7)); 

(3)a=0 (a= lim A"1); 

(4)《 Ay =y,y>0,yE(m)》 只 有 0 解 . 


定理 5.11 任 取 状 态 j, 设 4 为 了 之 余 阵 , 则 

(1)《Ay=y,y 之 0,yE (m)》 只 有 0 解 寺 jj 是 常 返 状态 ; 

(2)《 Ay =y,y>>0,y€ (m)》 有 非 0 解 , 且 忆 不 可 约 , 则 j 了 是 暂 留 状态 . 

证 由 命题 5.9 推论 5.2 中 (1) 今 (4) 即 得 本 定理 的 (1). 再 证 (2). 若 PP 不 
可 约 ,7 是 常 返 状态 , 则 太 ; = 1(i e EE), 再 用 推论 5.2 知 《 Ay = y,y > 0,y € (m)》 
只 有 0 解 ,(2) 证 毕 . 

我 们 称 《 Py = y,y > 0,y € (m) 》 为 右 方程 . 如 4 为 了 之 余 阵 , 即 4 = 
P on (BE 一) 则 称 《 hy =y,y > 0ye (m) ) 为 j 右 方程 , 引进 

条 件 (LC); 左 方程 有 非 0 解 ; 

条 件 (RC); :7 右 方 程 有 非 0 解 ; 

条 件 (RC): 右 方 程 有 非 0 解 ; 

(LO)((RO), (RO);) 分 别 表示 (LC)((RC),(RC))) 之 北条 件 . 

定理 5.12 设 尸 不 可 约 , 则 

( (LO) S$ E= Ri = (RC); (对 一 切 了 Je E); 

(2) (LO), (RC); (对 某 个 Je E) 儿 (LO), (RC); (对 一 jEB) 人 OE=R; 

(3) (RC); (对 某 个 j € EE) 人 (ROC); (对 一 切 J E 如 已 = N. 

证 由 定理 5.11 及 左 方程 之 通 解 的 形式 即 得 定理 5.12. 

定理 5.13 下 列 陈述 等 价 : 

(1) 瑟 不 是 一 个 常 返 类 ; 

(2)《 Py < y,y 之 0,y € (m)》 有 非常 向 量 解 ; 

(3)《 Py < y,y >0》 有 非常 向 量 解 . 

( 常 向 量 者 , 即 诸 分 量 相等 之 向 量 .) 


证 (1) 全 (2). 先 设 已 有 暂 留 状态 . 不 妨 令 已 = {0,1,…},0 是 暂 留 状态 . 
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取 
~ | io 
A 
由 命题 1.5 (3) 有 
foo 


显然 fro(i > 1) 不 能 全 是 1 (否则 由 命题 5.9 的 推论 5.2 得 f60 = 1, 与 0 是 暂 
留 状态 矛盾 ), 而 且 由 f6o <1 知 PY 关 新 总 之 , 当 记 有 和 暂 留 状 态 时 ， 


《Py <y,y>0,ye(m),Pyzy) 


有 非常 向 量 解 亿 
再 设 无 暂 留 状态 , 由 (1) 成 立 和 态 至 少 含 两 个 常 返 类 , 不 妨 令 RE, Ri 
非 空 , 取向 量 y* 满足 : ely* = cl > 0(i € Ri),ely’ = c2 > 0(j) € R+),c1 # 
c2,ehYy" = 0(kEB- RURB), Py =y'. 故 
《Py <y,y>0,ye (m)) 
有 非常 向 量 解 y*, (1) 二 > (2) 证 毕 . 
(2) 一 (3) 显然 . 
(3) 全 (1). 令 E= {0,1,2,.…})P = (ii € 万 ,poo = 1,P,; = 
0(7 > 1),B; = pis(i > 1,7 € E),IH = lim 和 PW A= Pon (EF-{0}))= 
了 一 co NM y=1 
P on (E — {0}), 则 
smn) _ sw {fl OY_/iYV /0 
Posse (la: 
由 命题 5.8(1) 及 (3) 得 ( 取 {0} 为 那儿 的 .7): 
im PWeo = (7 之 定义 见 前 ) 


从 而 Teo = 下 面 证 明 : 了 是 《Py < y,y > 0,ehy = 1》 的 最 小 解 . Y 是 
解 在 (1) = (2) 的 证 明 中 已 证 ， 再 证 最 小 性 , 若 y > 0,eby = 1,y > Py, 则 
y> Py >… > PlWy, 从 而 


le 
> 万 () 
(> 外 
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令 n 一 oo 用 Fatou 引 理 得 y > 厅 y > Teo = 了 最 小 性 证 毕 . 现在 设 (3) 成 立 ， 
即 存在 y > 0,y > Py,y 是 非常 向 量 , 不 妨 令 ely > ely, 又 不 妨 令 ely=1>eiy 
(否则 以 efy 除 此 向 量 ). 由 了 之 最 小 性 知 了 < y, 更 有 扩 0 = ely < eiy<1, 所 
以 瑟 不 是 一 个 常 返 类 . 定理 证 毕 . 
定理 5.14 下 列 陈述 等 价 ; 
(1) EE 有 和 暂 留 状态 ; 
(2) § Py < y,y > 0,y € (m), Py zy》 有 和 解 ; 
(3)《 Py < y,y > 0, Py 了 关 Yy》 有 解 . 
证 (1) 全 (2) 在 定理 5.13 的 (1) => (2) 中 已 证 . 
(2) 全 (3) 显然 成 立 . 
(3) 坟 (1). 设 y> Py,y>0,Py 关 y. 作 
P* = diag([l1 +ey]-!,i € EF)Pdiag([1+e’yl,i € EF), 其 中 diag(g;,i € EB) 表示 
对 角 和 矩阵 , 主 对 角 线 上 对 应 于 i 的 元 为 qi) 则 elP(We; = el(P'*)*ei(v > 0ie 万 )， 
且 
P’1= diag([l + ey] ,ie E)P(1+Y) 
< diag([1 + ey) ,ie E)(1 +Yy) 
汪 1, 
由 Py < y, Py 关 y 知 上 式 中 等 号 不 能 成 立 , 故 
1—-P1>0, 1- P10, 
所 以 存在 i0 EE 及 下 数 c 使 1— P'1 > ceio. 因此 


n—1 


1> Ze )”(G 一 PHD)>c>》 (P')’ei. 


v=0 


特别 地 , 有 


1>e eT) a Pe; ue (n>1) 


v=0 v=0 
所 以 入 ph < oo, 即 io 是 暂 留 状 态 
v=0 
定理 5.15 设 巨 如 定理 5.13 所 定义 , 车 万 是 无 耗损 的 , 则 有 常 返 状 态 . 
证 已 = {0,1,2,…}, 若 1,2,:… 都 是 PP 的 暂 留 状态 , 则 


Se ( 1). 


n=0 
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又 由 巨 之 定义 知 共和 26 > 1,n > 0), 所 以 1,2,… 都 是 巨 的 暂 留 状 
态 , 所 以 Tei = 0(i > 1), 从 而 由 P 之 无 耗损 性 得 


所 以 所 ;= 1(i > 1), 再 用 推论 5.2 得 上 万 。= 1 此 即 0 是 常 返 状态 


附注 5.1 本 章 所 讨论 的 问题 都 是 从 P 链 的 概率 空间 (0*, 多", Pi) 出 发 的 ， 
实际 上 是 从 转移 矩阵 P = (pij,i, je 五 ) 出 发 的 . 所 以 本 章 的 结论 对 一 般 的 时 齐 
的 具有 转移 矩阵 P 的 Markorv 链 来 说 , 也 是 成 立 的 . 
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1. 证 明 命 题 2.2. 

2. 证 明 : 任 给 P 链 (0, 多",X,,0m,P',i € 五 ,nm > 0),{Xn,n > 0} 是 
概率 空间 (Q*, 多 *, Pi) 上 的 时 齐 的 以 为 状态 空间 的 具有 转移 矩阵 P 的 以 
(6i,j,7& 也) 为 初始 分 布 的 Markov 链 . 

本 节 以 下 剩余 部 分 恒 设 EE 是 可 数 集 , P = (pij,i,j Ee BE) 是 巨 xE 上 的 转移 
短 阵 , P" -Po 一 (p 凡 ,4j e 有 是 步 转 移 矩阵 , 了 7 一 ,lim 二 学 Pu 已 分 解 


成 :EE=NUR= NURIUR+)= NU (um8) U(R+), N, R, R', R+, Ro, R+ 
的 定义 如 64. 

3. 若 互 是 有 限 集 , 则 R? = CR+ 产儿 . 

4. 若 已 是 有 限 集 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

(1) 五 没有 0 列 ; 

(2) 五 不 含 暂 留 状态 . 

5. 若 互 是 有 限 集 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

(1) 环行 行 一 样 , 即 区 = 1w',w' 是 行 向 量 ; 

(2) 互 恰 含 一 个 正 类 (N 可 能 非 空 ). 

6. 设 为 有 限 集 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

(1 )I>0; 

(2) 对 任何 i,j e E, 存在 正 整数 n (可 以 依赖 于 7 站 ,使 pl) > 0; 

(3) P 是 不 可 约 的 ; 

(4) E= Ri; 
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(5) 卫 >0 且 了 = 17 行 行 一 样 . 

7. 若是 有 限 集 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

(1) PP 是 不 可 约 的 无 周期 的 ; 

(2) 存在 正 整数 M 使 PM > 0. 

8. 车 马 恰 由 5 个 元 素 所 构成 , 则 有 : 

(1) 廊 ; > 0 人 存在 正 整数 m < 5, 使 p>0 

(2) />0 且 ix 了 存在 正 整数 m < 3, 使 7) > 0. 

9. 若 已 是 有 限 集 , 则 1 是 P 的 特征 根 , 上 且 对 P 的 任何 特征 根 和 ， 都 有 
| < 1 

10. 若 BB 是 有 限 集 , 则 


一 1]i 一 一 = 
1 = lim(l ~ NI — XP) 


其 中 是 单位 矩阵 . 

11. 整数 格子 点 上 的 一 步 自 由 随机 徘徊 . 设 EF = {0, 圭 1, 十 2,…},P = (pi 
i,j € E),pii1 = qi,piit1 = pispi > 0,g; >0,pi+g =1Vie Ep). 当 |i-j|>1 
或 j=j 了 时 , pi,; = 0. 

试 证 : 

(1) P 是 不 可 约 的 ; 

(2) PP 的 周期 4= 2. 

此 外 , 请 找 出 瓦 = Rt (或 已 = 梧 或 已 = N) 的 充分 必要 条 件 . 

12. 在 0 处 具有 反射 壁 的 随机 徘徊 . 设 EF = {0,1,2,:…},P = (pij,i,j € 
E),po,0 = ao,pol = bo, po,; = 0 ( 当 j> 1 时 ). 当 i> 1 了 时 有 ; pii_1 = Qi,piitl = 
bi,pij 二 0 ( 当 i=j 或 上 i 一 让 >1),ai>0( 当 i>1),b>0( 当 i>0),ai+b;=1 
(对 一 切 ie 万 ). 

(1) 证 明 P 是 不 可 约 的 ; 

(2) 找 出 瓦 =N (或 妃 = 司 或 妃 = 研 ) 的 充分 必要 条 件 ; 

(3) 求 出 工 . 

13. 在 0 处 具有 吸收 壁 的 随机 徘徊 . 设 E = {0,1,2,…},P = (pij,i,j € 
E),po,0 = 1poj = 0, ( 当 了 >1 时 ), 当 i> 1 时 ,piil = qi,pPiitl = Pi,pij;=0 
( 当 上 i 一 让 >1 或 i=j), pi>0,g;>0,pi+qi=1. 

(1) 试 证 P 是 可 约 的 , 0 是 正 状态 , 其 他 状态 都 是 暂 留 状态 ; 

(2) 求 出 工 . 

14. 更 新 过 程 (离散 时 间 的 )， 考 虑 一 件 “ 设 备 ” 人 它 可 能 是 _ 台 机 器 _ 也 可 
能 是 一 个 零件 , 或 一 个 细胞 ), 当 它 使 用 了 i “年 ”以 后 , 在 下 一 年 内 坏 掉 的 概率 
为 qi, 不 坏 的 概率 为 pi;. 而 一 旦 坏 掉 , 就 立刻 换 上 一 个 同类 的 设备 . 假设 最 初 安 
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装 上 去 的 是 一 个 新 设备 . 令 X, 是 第 n 年 时 在 用 的 设备 的 年 龄 ，(n > 0),p; > 
0, qi > 0,pi 十 qi ==1 (对 一 切 i = 0,1,2,…). 试 证 {Xn,n > 0} 是 一 个 时 齐 的 以 
E = {0, 1,2,…} 为 状态 空间 , 以 P = (pi;,i,7 € BB) 为 转移 矩阵 的 Markov 链 ， 
其 中 piiy1 = piypio = qi(Vi € EB). 此 外 , 找 出 互 = NN (或 互 = 局 或 如 ) 的 充 
分 必要 条 件 并 算出 工 . 

15. 考虑 一 个 服务 机 构 (可 能 是 一 个 售 货 柜台 ， 也 可 能 是 一 个 港口 码头 ， 
二 ). 每 个 来 到 此 服务 机 构 的 “顾客 ”( 可 能 是 一 个 人 , 也 可 能 是 一 条 船 , ………) 
要 求 服务 的 时 间 是 固定 长 度 1 (例如 每 条 船 的 装 件 货 时 间 ). 再 设 在 长 为 1 的 时 
间 内 新 来 到 的 顾客 数 了 是 一 个 以 {ko, ja k2,:… } 为 概率 分 布 的 随机 变量 , 其 中 
ko >0, 妇 十 和 十 .… > 0 > ki 二 1. 记 X 为 第 nw 个 到 来 的 顾客 服务 完 后 在 此 
服务 机 构 等 待 服务 的 顾 于 窜 数 ( 即 队 的 长 度 ), n > 1. 试 证 : {Xn,n > 1} 是 一 个 时 
齐 的 以 已 = {0, 1,2,…} 为 状态 空间 的 以 


ko k1 ko ks 

ko k: ko ks 

P= 0 ko ki ko 
0 0 ko ki 


为 转移 矩阵 的 Markov 链 , 且 P 是 不 可 约 的 . 此 外 , 试 再 求 出 区. 


* 第 七 章 ” 可 数 状态 的 Markov 过 程 


61 转移 矩阵 的 连续 性 及 可 微 性 


在 这 一 章 中 , 恒 设 时 间 参 数 集 全 = [0, co), 状态 空间 E 是 可 数 无 穷 集 或 有 
限 集 . f(t) 表 f(t) 的 微 商 . 了 是 单位 矩阵, 6;; = 0 或 1 视 1z7 或 = 了 而 定 . 


定义 1.1 对 任何 i,7 EB, 设 
pij(*) :To {0,1]. 


称 妃 x 媚 上 的 函数 项 答 阵 P(t) = (pi;(t),i,7 E 蕊 ) 是 准 转移 矩阵 , 如 果 

加 BP) < Vie Bter) 

(2) P(s) P(t) = Pl(s+t)(vs,t eT). 
特别 地 , 若 (1) 中 的 < 代 之 以 =, 则 称 P(t) 是 转移 矩阵 . 称 (2) 为 Kolmogorov- 
Chapmann (K 一 C) 方程 式 . 


注意 : 第 六 章 所 言 之 转移 矩阵 的 元 素 是 常数 ， 而 第 七 章 之 转移 矩阵 的 元 素 
都 是 函数 , 由 于 不 会 混淆 , 故 为 了 简单 起 见 , 此 二 名 词 不 加 区 别 . 
本 章 凡 遇 和 抢 阵 之 间 比 较 大 小 , 极限 、 连 续 微 商 、 积 分 … 等 等 , 都 是 逐 元 意 
义 下 的 . 例如 对 于 Q(t) = (gi,;(t),i,j € E),P(t) = (pi,;(t),i,j € E), Q(t) > P(t) 
1 
是 指 g; j;(t) > pij(t)(Vi,7 e 万 ). 本 章 恒 令 了 为 单位 和 矩阵, 1 = | 1 | 为 分 量 恒 为 


1 的 列 向 量 , 其 维 数 视 当时 的 具体 情况 而 定 . 
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定义 1.2 设 {Xi,t ET} 是 概率 空间 (Q,. 多 ,P) 上 的 取 值 于 万 的 一 族 随 称 
变量 , 如 果 对 任意 的 兄 >2,0 区 下 < 妇 < < 如 ,及 任意 的 {i…, 识 } C 五 ,都 
有 


已 Xi = in|X1 = i, , Xt, = in-1) 
= PX, = in|Xt,1 = in-1) (1.1) 


( 当 (1.1) 左 方 有 意义 时 ), 则 称 {Xi,teT} 是 一 个 连续 时 间 的 可 数 状 态 的 Markov 
过 程 , 简称 Markov 过 程 , 称 已 为 其 状态 空间 . 


特别 地 , 如 果 存 在 转移 矩阵 P(t) = (pi,j(t),i,j Ee B) 使 
P(Xs+tt 一 jlXs 三 i) = Di 人) (7 EE,s,t€ 7), (1.2) 


( 当 等 式 左 方 有 意义 时 ), 则 称 {Xi,t e TT} 是 一 个 具有 时 齐 的 转移 概率 的 可 数 状 
态 的 Markov 过 程 , 简称 时 齐 的 可 数 状 态 的 Markov 过 程 . 本章 只 研究 这 类 
Markov 过 程 {Xi,t e 芽 }, 称 P(t) 为 它 的 转移 概率 和 矩阵. {P(Xo = 人 ,ie 万 } 为 
其 初始 分 布 . 

正如 第 六 章 $1 末尾 所 指出 的 , 任意 给 定 一 个 概率 分 布 {ji,i e E} 和 一 个 
转移 矩阵 P(t), 恒 存在 一 个 概率 空间 (Q, 多 , P) 以 及 定义 在 其 上 的 时 齐 的 可 数 
状态 的 Markov 过 程 {Xi,t e TT}, 它 的 转移 概率 矩阵 为 P(t), 它 的 初始 分 布 为 
{1i,1 E E}. 

与 第 六 章 82 类 似 , 任意 给 定 一 个 转移 矩阵 P(t) = (pi,j(t),i,j € 五 ), 可 以 构 
造 一 个 P(t) 过 程 及 与 其 相应 的 P(t) 过 程 概率 空间 (Q, 多 , Pi)(i e 五 ) 如 下 : 

令 9 = 有 ,9 中 每 一 个 元 素 w 都 是 由 工 到 的 映射 . 任 取 te TT,A Cc 已 
记 





| = {w € 0:w(t) ee A}, 


特别 地 , 当 4 = {j} 是 巨 中 的 单 点 集 时 , 则 记 





t1,*…: ,tn 
41)…， , An 
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t 
(rice 可 
J 


es) 
人 
= piii (t1)pirio (to — t1) Di vin (tn — tn-1) 

(人 多 in} CB, {1… ,tn} C TT), 则 用 文献 [35] 第 四 章 定理 3.1 的 Kol- 
mogorov 定理 , Pi 可 唯一 地 扩张 到 多 去 而 成 一 概率 测度 , 此 扩张 之 概率 测度 仍 
用 Pi 记 之 . 于 是 得 概率 空间 (Q, 多, Pi)(i e EE). 

再 定义 一 族 由 Q 到 9 的 推移 算 子 9 如 下 : (glw)(s) = w(s 十 t)(s,t ET). 令 
Xi 为 09 到 9 的 坐标 变换 : Xi(w) = w(t)(w e 9,t eT). 称 (9, 多 ,Xi,0:, Pi)(ie 
马 ) 为 P(t) 过 程 , (Q, 多 ,Pi) 为 P(t) 过 程 的 概率 空间 . 

类 似 于 第 六 章 命题 2.1, 有 


命题 1.1 对 P(t) 过 程 的 概率 空间 (Q, 多 ,Pi), 有 下 列 Markov 性 : 


,| ner 
J 


=P: (mn 加 Pi(g-1,B), (1.3) 
J 





(M) :已 (n 





(ents20pe sae (| | emues)) 
| J 


证 (1) 先 取 4= ses 对 任何 B = 


e(n|nes) = (le)|) 


= pik(U) Pk,(s — Upjn(t +v— s) 


=Pi (4 Nn 中 Pi(071,B). 
5 


而 使 (1.3) 成 立 之 B 构成 一 个 o 代数 , 所 以 对 任何 4 = 四 ,Us,kEE,Be 


多 , (1.3) 都 成 立 . 
(2) 又 因为 对 固定 的 Be 多 , 使 (1.3) 成 立 的 4 亦 构成 一 个 o 代数 , 所 以 由 
(1) 得 知 : 对 任何 4 e 多 。, B € 多 , (1.3) 都 成 立 . 命题 证 毕 . 





| ,vw>0,leB, 
有 
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特别 地 ， 取 5 一 上 一 tm， 
二 lS re | 
41 ,An-_1 


写 二 tnt+1i 一 如 | 





An+1) ey Antm 
Og <to < < <tnt < < trm, 


Axr CHE, (k= 1,2,.… ,n+ m), 


则 (1.3) 化 为 





(Mi):P’ ti, ,tn-1) 人 tn 二 1， 并 tntm 
41， A An-1, J， An+1, We) Antm 


| Se “| | 2 | 
41) )， An-1, 7 An+1, 二 Antm 
思考 题 : (1.1) 和 (1.3) 是 Markov 性 的 不 同 表 述 , 它们 之 间 有 何 关系 ? 时 齐 
的 可 数 状 态 的 Markov 过 程 与 P(t) 过 程 (Q, .多 ,X04, Pi)(i e EB) 有 何 关 系 ? 
根据 P(t) 过 程 和 时 齐 的 可 数 状态 的 以 P(t) 为 转移 概率 矩阵 的 Markov 的 
定义 , 它们 的 概率 规律 本 质 上 都 是 由 转移 矩阵 P(t) 决定 的 (除了 不 起 本 质 作 用 


的 初始 分 布 {jvi,i e B} 以 外 ) 所 以 , 我 们 研究 P(t) 的 性 质 , 特别 是 它 作为 t 的 
函数 的 分 析 性 质 , 是 十 分 重要 的 . 这 一 节 , 我 们 主要 是 研究 它 的 连续 性 与 可 微 性 . 


定义 1.3 称 准 转移 矩阵 P(t) = (pi;j(t),i,j E 五 ) 是 标准 的 , 如 果 P(0+) = 
P(0) = 了 7 即 是 








sp P(t) = pis(0) = 6 (Vi,j € E). (1.4) 


定理 1.1 设 P(t) = (pij(),ij € 瑟 ) 是 标准 的 转移 矩阵 , 则 对 任何 i 6E 
EE,J CE,0<s,t < co, 都 有 


|pi,7(s) — pi,7 (P| < 1 — piillt — sl), 


其 中 
pis(t) = ,pis(t). 
jE€J 
因此 , pi Jj(t) 对 tt 来 说 在 [0, co) 一 致 连续 (当然 在 0 点 只 是 右 连 续 , 因为 p; J(。) 
在 (一 00,0) 内 无 定义 ) 而 且 对 J C 巨 来 说 是 等 度 连续 . 特别 地 ,对 任何 i,j E 
忆 ,pij(t) 对 t 来 说 在 [0, oo) 一 致 连续 , 而 且 对 j E 忆 来 说 是 等 度 连续 . 
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证 不 失 普 遍 性 可 设 0< s <t. 由 (K - C) 方程 式 有 
Di,7(t) > piilt — s)pi,7(s), 
所 以 
Di, (t) — pi,7(s) > (piilt ~— 8) — 1)pi,7(s) 
>pii(t—s)—1 (YJ cE). 
由 于 上 式 对 任何 J CE 和 皆 成 立 , 特别 地 , 对 J = 瑟 一 J 了 也 成 立 , 此 即 
Pi,Je(t) — Pi,7e(s) > piilt — 8)—1. 
综合 上 述 两 个 不 等 式 即 得 定理 1.1 的 结论 . 


定理 1.2 ”对 任何 标准 转移 矩阵 P(t) = (pi,j(t),i,7j EB) 都 有 
(1) lim P(t) = = (mizsiyj € BE) 存在 ; 
(2) HP(t) = P()I = 17?2=1. 


证 (1) 由 P(t) 满足 (K 一 0) 方程 式 知 : 


2 27 
Pii(t) > pii 人 之 之 Di (去 ) 
(Vi e EE,t > 0). 再 由 P(t) 的 标准 性 知 
dm Piilt) =1 (Vie E). 
所 以 
piilt) >0 (vt > 0,ie BE). 


今 固定 任意 一 对 { 芭 让 c 已 记 f(t) = pis(t), 要 证 lim f(t) 存在 . 为 此 只 需 证 
明 
ne f(tn) 存在 . 


事实 上 , 固定 任 一 + > 0, 由 mi(r) > 0(Vi € 8) 及 第 六 章 定理 5.4 知 
im P(n7) = im P(7)” 存在 . 


而 由 定理 1.1 知 f(t) 在 t € [0,co) 上 一 致 连续 . 所 以 任意 给 定 s > 0, 存在 
T= 二 7(e) >0 使 
ft) — f(s)| se (S| -sl <7). 
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对 每 个 mw, 可 选 非 负 整数 加, 使 


knT & tn < (jn 十 1)7. 


所 以 
f(knT)— eS fn) < faT) te (n=1,2,.…). 
但 是 
im f(knT) 存在 , 记 此 极限 为 /. 
故 


1—e < liminf f(tn) < limsup f(tn) <1+e. 
由 e >0 可 任意 小 得 知 dim f(tn) 存在 . 
(2) 由 (1) 及 (K 一 C0) 方程式 P(s 十 t) = P(t)jP(s) 并 用 控制 收敛 定理 可 得 
I= lim P(s+t)= lim P(t)P(s) 
-PO (lim Pp()) = PO 
仿 上 , 在 P(s+t) = P(s)P(t) 中 令 s 一 oo 并 利用 Fatou 引 理 可 得 
1 = lim (P(s)P(t)) > ( Jim, P(s)) PO) 
= HP(t) (0<t<o00). 
但 是 (P(t))1 = I(P(#)1) = 1, 所 以 
HI= HP(t) (0<t<o0). 
上 式 对 t 一 oo 取 极 限 并 利用 控制 收敛 定理 即 得 了 = 172. 定理 证 毕 . 
下 面 我 们 要 研究 P(t) 的 可 微 性 . 先 证 一 个 引 理 . 


引 理 1.1 设 函 数 f : [0,00) 一 [一 00,o0|] 满足 条 件 : 
(1) flutv) < f+fv) (Vu,v >0); 
(2) lim f(t) =0, 

则 


声 全 -~ 鄂 全 0 
证 令 Tu) = ,Sup f(t). 任 取 t > 0, 则 对 任何 ve (0, 昌 , 均 存 在 正 整数 mw， 
<t< 


nu <t a (n+ 1). (1.6) 
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反复 利用 条 件 (1) 及 (1.6) 式 得 
f(t) 和 ft—nu) + fnu) < nf(v)+n(u), 
所 以 
nu) 十 Tf(w). (1.7) 


令 一 0+ 得 
所 以 


从 而 


10 _ 10 
t 一 0 二 二 t>0 +t 


定理 1.3 ”对 任何 标准 的 转移 矩阵 P(t) = (pi,j(t),i,j E 瑟 ), 恒 有 


jp 2 g， 存在 (Vie 5) (1.8) 


(此 处 Qi E [0， co]) 且 piilt) 之 eqit, 


, 
证 由 Pb 的 标准 性 及 P(t) =P (去 ) 得 知 


piilt) >0 (VieE,t>0). 
所 以 固定 任意 EDLE, 可 令 f(t) = log pi,i(t). 由 于 :ip Poilt) 二 1 及 Dii(s+t) 之 
pii(3)pai(t) 可 知 f(t) 满足 引 理 1.1 中 的 条 件 , 所 以 
lim 由 sup 2 


t 一 0 十 不 t>0 t 
全 
~ 

qi 三 SUP 1 
t>0 + 
则 
f(t) = git 十 0(t) ( 当 t 一 0 十 时 )， 

且 

f(t) < qt (vt>0). 
所 以 


piilt) = et) 一 e + o(t), 
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从 而 
ys 一 ee 一 Qt 
1 Pai a 1 . 二 oll) (to— 0+). 
所 以 
1pailt) 
J 
di < [0， oo|. 


由 f(t) < qit 即 得 pii(b > e-%t(t > 0). 
推论 1.1 若 gi;=0, 则 pii(t) 三 1. 
引 理 1.2 设 P(t) = (pij(t),i,j €E 忆 ) 是 一 个 标准 的 转移 矩阵 , 令 


Gg = { CE: uo — pji(t)) = 中 


pi,7(t) = >》 pi (t) (J CE). 


jE€EJ 
1 
任 给 J €E 9,e < 1 如 果 了 > 0 满足 
1—pjj(t) <e (YO <t<7,j€), 


则 对 一 切 0<v<T,0< 二 <eKcJieJ-K, 有 
(1 40) < Px) (1.9) 
证 任 取 ie ,GCcEB, 令 


fi(i,G) = piG(W), fmri(i,G) = >》 fnli, {i})pic(u), 
jEK 
则 对 任意 固定 的 ie E,m > 1, fm(i,。) 有 完全 可 加 性 . 
下 面 我 们 对 m 作 归 纳 法 来 证 明 
piGlt) = > >》 fili, {ji} pialt — lu) 


l=1 jEK 


十 > fm(i, {7})piGlt EE mu), (1.10) 


jEK 


其 中 m21,t>mu,GcE. 
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当 m = 1 时, (1.10) 显然 成 立 . 设 (1.10) 对 m 成 立 , 要 证 (1.10) 对 mm 上 +1 
也 成 立 . 事实 上 


m+l1 


>》 >》 fli {jl)pselt — lu) + >》 frili, {ji})p,Glt — (m+ 1)u) 
l=1 jEK jEK 
7 十 1 
= >》 fi, {ji})pselt — lu) + 2 fmtili, {i})ps,a(t — (mm 二 lw) 
l=1 jE€K jEK 
+ fn(li {jl)pic(t — mu) — D> 2 fnli,{k})prs(u)pia(t — (m+ 1)u) 
jEK jEE kEK 
7 十 
= > fi {psalt — lu) + YD HG1)pjct-(m+lw) 
l=1 jEK jEK 
二 >》 fmli, {pielt — mu) — > fntili, {iplt — (m+ 1)u) 
jEK jEE 
= 人 > fils, {7})p;,clt 过 lv) 十 >》 fm(i, {ij})pi,a(t 3 mu) 
l=1 jEK jEK 
= pi,G(t). 
归纳 法 完成 . 


现在 , 我 们 反复 用 (1.10) 来 证 明 引 理 1.2. 
(1) 在 (1.10) 中 令 G = K,t = vw,m = no， (m = [| 是 了 的 最 大 整数 部 


分 ) 则 得 
Di,K(v) 之 D3. (i, {7})ps,K (v — Lu) 
{=1 EK 


2 fili, (Pit — Lu) 
l=1 jEK 








> Dl) K) (1-ée). (1.11) 
所 以 若 注 意 ie J 一 K, J eg, 则 由 (1.11) 得 
< ,K(V) _ E 
Dn KS (1.12) 


(2) 在 (1.10) 中 令 G = {,t= mu(l < m < no 一 1), 得 
no— 一 | 


Di,{ {i}( mu) 2 fili, K) + fm(s, {i}). (1.13) 
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但 是 由 1<m<no+1 得 








Pi{i} (Mu) > 工 一 上 . (1.14) 
由 (1.12)、 (1.13) 和 (1.14) 得 
fm(i, {i}) >1—e—7 = 六 二 (1gmsgno—1). (1.15) 


(3) 在 (1.10) 中 令 G = K,m = no,t =v 并 注意 ie J 一 K 及 fn 之 定义 ,得 
pik(v0) > >》 >》 fili,{j})pyr(v — lu) 


l=1 ;EK 
>(1—e) ,fi(i, {7})+ 3 fili, {jp rlv — lu) 
jEK l=2 jE€EK 
= (1 — e)pir(u) + y， Sfili, {i})py,r(v — lu) 
l=2 jEK 
Sd Se Cie 
l=2 jEK 


因此 由 (1.15)、(1.16) 及 引 理 的 假设 得 





Pi,K(v) > (1 — e)pir (vu) + 二 2 (1 —é) 2 Pd 


= (1 —ée)pi,rg(u) 十 人 —1)(1— ed )， 


所 以 
pak(V) > (1- 3e) 0. PuK tw) 
VU v 也 
但 是 
i 
也 UJ VU VU 
所 以 
(1 4e) PK 区 Bk 
引 理 1.2 证 毕 . 


定理 1.4 设 P(t) = (pij(t),i,j EB) 是 一 个 标准 的 转移 矩阵, 9 和 pi,J 之 
定义 如 引 理 1.2, 则 对 任意 的 证 Je 乡 , 恒 有 
(1) 当 KKCJ 时 ， 
lim Pi 他 二 gik 存在 ， (1.17) 


t 一 0 十 + 
而 有 全 0 < giK < oo, (1.17) 中 之 极限 对 KK C J 一 致 成 立 ; 
(2) qi,Kk 对 KK C J 来 说 ,有 完全 可 加 性 . 
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证 (1) 令 G= {UJ 则 Gey, 所 以 对 任何 << 必 存 在 r = r(e,G)， 


使 
1 — py;,;(t) <E (YI € G,0 <t< T). 
所 以 由 引 理 1.2 知 
(1 — 4e)pi,k (vu) < Pi,K(v) 
vy 


vu 
在 上 式 中 令 w 一 0+, 取 上 极限 即 得 


(1 ep PY < PiK lv) ( 当 0<v gr7). 
wu—0 十 也 1) 


再 把 (1.18) 对 v 一 0+ 取 下 极限 , 并 注意 s > 0 可 以 任意 小 得 知 
lim Pak = 4K 存在， 


且 0< gik <oo. 且 (1.18) 化 为 


Deke) > (1 ~ 4e)gsx ( 当 0<wv gr7). 


显然 gi,k < qi 所 以 


Di,K(V) 


但 可 为 J 的 任意 子 集 , 所 以 在 (1.20) 中 以 J 了 -人 代 K 得 


pi,7(V) — Pi,K (v) 


—giK>-4eqiy ( 当 0 <v<7). 


— (gi,J — qi,K) > —4egqi,y, 
亦 即 


Uv > Uv ss 
人 ) Sd (2 -oj +4edyJ ( 当 0<vg7). 


由 (1.20) 和 (1.21) 得 
pi,K (v) 
VU 


i J\U 
A qi,J 
了 7 











一 gx < 4eqi,7 十 


(1.22) 说 明了 





BK) -wx (对 KK CJ 一 至 成 立 ) 


lim 
人 一 0 十 


($0<vsn0<2<e). 


( 当 0<wv<7). 


(1.18) 


(1.19) 


(1.20) 


(1.21) 


(1.22) 


(2) 显然 , gi,x 对 K C J 来 说 具有 有 限 可 加 性 . 若 再 注意 (1.19) 则 对 任何 


KnCJK,l8 有 





1 v 
lim sup qi,k,. < lim sup PikKn(V) _ 0， 
NnN—00 n—00 9 人 


所 以 gi,k 对 K CJ 来 说 有 完全 可 加 性 . 
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推论 1.2 在 定理 1.4 的 条 件 下 , 对 任何 i 关 j, 恒 有 
.1 
(1) Se 了 Dj 人) = gj 存在 , 且 0 和 gi; < ooi 
(2) 若 记 qi 如 定理 1.3 之 极限 , 则 
Dp < gi. 
zi 
定理 1.5 下 列 二 条 件 等 价 : 
(1) sup qi < coj 
iEE 


? 
2) 1i 1 — pii(t)) = 0. 
人 


若 其 中 有 一 个 条 件 满足 , 则 
= gq; (vieE), 
了 Fi 


lim 二 Pei _ 对 ie 忆 一 至 成立 


证 (1) 坟 > (2). 设 (1) 成 立 . 令 c = sup gi < oo, 则 由 定理 1.3 有 pii(t) > 
i€ 


exp{ 一 qit}, 所 以 
Piilt) 21— qt>1—oa, 


从 而 (2) 成 立 . 


(2) 全 (1). 设 (2) 成 立 , 则 Ee 9. 在 定理 1.4 中 取 天 = 已 -={ 计 得 


本 _ jim PK 


sn 0 t = i,K,) 
0 乏 4iK < co. 
由 定理 1.4 (2) 有 


di,K 二 >》 Qi,j， 
jz 
但 是 , 由 定理 1.3 有 


1—pii(t) 
sp t = Qi, 


故 


qi = 广 0 =gk (VE 五 )， 
ji 


(1.23) 


(1.24) 


由 于 ey, 所 以 由 引 理 1.2 得 知 对 任意 的 0 < < ， 必 存 在 7= r(e) >0 使 


1—pj(t) <e (Vj€EE,0<t&T7). 
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因此 , 由 引 理 1.2 有 


(一 4 < Pago) (0<v gr7). (1.25) 
在 (1.25) 中 令 wv 一 0+, 并 注意 (1.23), 得 
(1 — 4e)qirk < BE (0 <wv 7). (1.26) 


由 (1.24) 和 (1.26) 得 知 g; = qi,k < [(1 -4e)7]-!, 此 即 条 件 (1) 成 立 . 
剩 下 要 证 明 的 是 : 在 条 件 (2) 成 立时 , 有 


lim 1 Pei) = gi;， 对 ie 万 一 致 成 立 . 


由 于 
pii(t) 之 et, 


所 以 
qi 一 ee eid) 之 0. 


但 是 由 (1.26) 还 有 


i 一 2 pu) = 和 一 ee < 4eg; 
<4[(1—4e)7]'e ( 当 0<tgr 时). 
i 1 t 
lim 工 -Das 区 - 0， 对 ie 太一 致 成 立 . 
t 一 0 十 t 
定理 1.5 证 毕 . 


定理 1.6 设 P(t) = (pij(t),i,j e 如 是 标准 的 转移 短 阵 ，qi,gij 的 定义 
如 定理 1.5. 令 qii = -di 固定 任意 一 个 iE EB, 若 0 < gq < co 则 对 任何 
jEB,pij(t) 在 te (0,o0) 内 有 连续 微 商 pi ;(t), 而 且 它 满足 : 
(1) 2 Pi 人) < 2qi(vt € [0, 00)); 
J 
(注意 : pl j(t) 在 (0, 00) 连续 , 但 ph;(0) = gi,; 是 没有 问题 的 . (4) 说 pijl(t) 在 0 
点 右 连 续 .) 
(2) 2 Dolt) = 0(vt € (0, oo)); 
J 
(3) pij(s+) = 2 Pon(t)prs (s)(Vs > 0,t > 0); 
€ 
(4) i Dey (t) = pi;(0) = qi,;; 
(5) lim pi;(t) = 0. 
由 于 qi=0 时 Pii(t) = 0 这 时 定理 1.6 显然 成 立 . 下 面 设 0 < di < 00. 
证 明定 理 1.6 以 前 , 先 证 明 几 条 引 理 . 
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引 理 1.3 esttpi j;(t) 对 苇 来 说 单调 非 降 . 
证 任 取 s>0,t>0, 由 pii(t) >e-%t 和 (K 一 CC) 方程 式 得 


ernstt)p, ; (s+t) > estpii(t)pij(s)ers 
> epi;(s). 
引 理 1.4 设 f(z,y) 是 二 元 实 变 实 值 函 数 ， 若 固定 y,(。,y) 是 Lebesgue 
可 测 的 , 固定 z, f(z,。) 右 连续 , 则 f(。,。) 是 二 元 Lebesgue 可 测 的 . 
证 明 甚 易 . 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
引 理 1.5 在 定理 1.6 的 条 件 下 , 存在 唯一 一 组 [0,co) 上 的 实 值 连续 函数 
{9ij(t),7 EE BB}, 使 


pij(t) = et [ : qierisgi i(s)ds + 6ije (1.27) 

而 且 还 满足 : 

(1) gi,;(t) > 0(vt > 0), 2 953(t) = 1(vt > 0); 

(2) gi,j(s +t) = 2 gisk(s)pk,i(t)(Vs > 0,t > 0); 

9 m0 
(4) lim gi,;(t) = lim pij(t) = Ti 友 在 . 
证 分 几 步 来 证 明 此 引 理 . 
第 一 步 . 存在 一 组 [0, co) 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 {ri,;(t),j e 五 } 使 


rij(t) >0, > ris(t)=1 (vt>0,jeE), (1.28) 
jEE 
而 且 ， 
eqitpi ; (t) = 外 qiedisrij(s)ds+6i,; (t>0,7€E). (1.29) 


事实 上 , 由 定理 1.1 及 引 理 1.3 得 知 : 对 任何 J C ,etpi,z(t) 对 tt 来 说 单 
调 非 降 且 绝对 连续 , 所 以 存在 非 负 的 Lebesgue 可 测 函 数 ri,;(s) 和 h; ;(t), 使 


t 
eitpi,j(t) = | die9 ri,;(s)ds + 0i,;, (1.30) 


t 
espi, gt{j}(t) = 人 gieshi,j(s)ds + pi,E—{;}(0), (1.31) 
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把 上 面 两 式 相 加 得 
t 
i 人 qie® (ri,s(s) + hi,i(s))ds+1, 
0 
所 以 
Tij(s) + hi,j(s) =1, a.s.. 
但 是 hi,;(s) > 0, 所 以 


Ogrij(s) < 1, a.s.. 


式 (1.30) 左右 两 边 对 j € E 分 别 求 和 得 
ort = er 


JE 已 
所 以 
D> 7ij(5) = 1, 8.8.. 


jEE 
不 妨 认 为 
Dres (s) 三 |， Tij(5) 过 0. 
jEB 
第 二 步 . 定义 gij;(t). 
以 (1.30) 代入 
pij(s +t) = Pk (S)pe (t) (s 之 0,t>>0), 得 


s+t 
qie™ qi(s+t) 上 equri ;(u)du 十 e-9(2+b6; | 
0 


= pis(s +t) = ,pik(s)pk(t) 
ke 


3 
= 2_ me" [ enumi p(w)pk(t) du + espis(t). 


kEE 0 


由 (1.33) 和 (1.30) 可 得 
3 
eqis 上 eq >》 Tab(u)pej(bdu 
0 keEE 
1 一 qis 
= Pes (s+t) —e pi,;(t)) 
3 十 
一 oe-qi(st+t) | 上 eqiuri ;(u) du 一 上 eves(w eu 
0 0 
s+t 
= | edivr; ;(u)du 
t 


s 
Se 上 edivri (ut t) du. 
0 
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(1.32) 


(1.33) 


(1.34) 
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因此 , 对 每 个 t > 0, 存在 一 个 Lebesgue 零 测 集 hi, 使 


raj(s+t) = rip(s)pks(t) (S seAt,t >0). (1.35) 
kEE 
由 于 (1.35) 右边 级 数 每 一 项 都 是 s 的 Lebesgue 可 测 函 数 (固定 轨 又 是 t 的 连 
续 哨 数 (固定 s), 所 以 由 引 理 1.4 得 知 xi j(s 十) 是 (s,t) 的 二 元 Lebesgue 可 测 
函数 , 从 而 


kEE 


B= 区 :8s>0,t>0,ri;(s+t)z# 》， rp] 


是 二 维 Lebesgue 可 测 集 . 再 根据 Fubini 定理 和 式 (1.35) 可 知 
L2(B) = 上 四 Li(A¢)dt = 0， (1.36) 
0 


其 中 Li 表示 维 Lebesgue 测度 ,hs 是 hi 的 补 集 . 
作 线 性 变换 w = s,v = s 十 t, 它 把 集合 B 变 为 D. 由 于 线性 变换 是 保 测 的 ， 
所 以 
L2(D) = L2(B) =0. 


由 B 的 定义 可 看 出 


D= {e v) :Vv>u> 0,7r;(v) 天 Tri,k(U)DPk,j(v 一 ,| . 
kEE 
记 
D, = {v:v > 0,(u,v) €D} 

为 D 在 的 截 口 集 . 由 Fubini 定理 及 L2(D) = 0 得 知 : 存在 一 个 .的 集合 H， 
使 Li(H)=0 且 vwEH 时 Li(D,)=0. 

定义 gi,;(v) 如 下 : 

当 wv>0 时 , 取 ww<wv,wEH, 令 


gij(o) = >， mik(u)pkj(o — w) (1.37) 
kEE 
当 v=0 时 , 令 
9ij(0) = ,lim gas(v). (1.38) 


第 三 步 . 证 明 上 面 定义 的 g;; 即 为 所 求 . 
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首先 说 明 上 面 定 义 的 gi;,; 不 依赖 w 的 选取 . 事实 上 , 若 取 w < wv,v > 0， 
wiE 瑟 , 则 由 五 的 选取 可 知 
> Tip (wi)pRs(t — wi) = ris(d) 
KE 已 


一 >， Ti 有 (2)PDK (t 一 2 ) (1.39) 


kEE 


对 (max(wi,w2),00) 中 a.s. 的 t 成 立 . 仿 定理 1.2 可 证 (1.39) 左右 两 边 都 是 t 
的 连续 函数 , 所 以 (1.39) 对 一 切 ie (max(wi,2w2), co) 都 成 立 , 特别 地 


》 rik(wijpkjt 一 wai) = >》 rak(ua)pkj(u — wa), 
kEE keE 
此 即 g;; 的 定义 不 依赖 于 w 的 选取 . 
取 a> 0v>ow, 由 pkji(o) 连续 ,rik(。) 满足 (1.32) 及 
gij(o) = > mak(a)pkjfw — oa), 
kEE 
仿 定 理 1.2 可 证 gi j(v) 在 v > a 连续 . 由 a > 0 可 任意 小 知 gij(v) 在 v> 0 连 
续 . 由 定义 知 gi,i(v) 在 0 处 右 连 续 . 
由 9ij(V) 一 Ti,j(V)) a.5. 及 Ti,j 满足 (1.27) 知 gi,;(v) 满足 (1.27). 
最 后 证 明 g;; 满足 引 理 1.5 中 的 条 件 (1)~(4). 
(1) 可 由 (1.28) 、(1.40) 及 gi,; 的 连续 性 可 得 . 
(2) 由 (1.35) 和 g;,;(v) 的 连续 性 及 
gi,i(V) = 7i,(V), a.s., 
易 证 条 件 (2) 成 立 . 
(3) 由 (2) 知 : 
gi,j(s 十 t) 之 9ii(s)Djj 人 ( (s >0,t> 0). 
令 s 一 0+ 得 
gij(t) > (imsm 9i (9) ) pjs(t), 
从 而 由 P(t) 的 标准 性 知 : 


lim inf g; ; (t) > lim sup gi,;(s), 
t 一 0 十 3 一 0 十 


所 以 :wn gi,i(t) 存在 . 
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由 (1.27) 得 
一 志 2 时 
=qi— gi :en giilt). (1.40) 
但 是 qi > 0, 所 以 
于， gii(t) = 0. (1.41) 
而 当 i 关 ;7 时 , 由 (1.27) 有 
i,i(t 
di,j 一 lim 2 ) 三 i lm gi,i(t), 
所 以 
9 = (1.42) 


综合 (1.41)、(1.42) 知 条 件 (3) 成 立 . 
(4) 由 (1)、(2) 及 lim pj(t) = mey 存在 并 用 控制 收敛 定理 可 证 : 


dim gislt) 存在 . 


在 (1.27) 式 中 令 t 一 co, 并 注意 im n Di (的 = Tij 可 知 im n 9i 人 = ij. 
{9i,7,7 € E} 的 唯一 性 是 显然 的 引 理 证 毕 . 
现在 我 们 用 上 述 诸 引 理 来 证 明定 理 1.6. 由 引 理 1.5 的 (1.27) 式 知 p; ;(t) 在 
(0, ceo) 内 有 连续 微 商 pl ;(t). 下 面 逐 一 验证 pi ;(t) 满足 条 件 (1)~(5). 
对 (1.27) 求 微 商 得 


qieritpi,;(t) + en! pe ; (t) = qiestgi,j(t) (t > 0). (1.43) 
由 (1.43) 得 
(1) 》 | 的 ) < (gs ) + pi,;(t)) 
jE€EE 


< 2g; I > 0); 
(2) DPij(t) = 4g . gj 的 一 >》 pij 
JE jEE jEE 
=0 (vt > 0); 
(3) 当 s > 0,t > 0 时, 有 
gii(s +t) = 》 gik(s)pk,i(t), 


kEE 


pij(s+t) = > Pi,k (Ss)pk,i(t), 


KE 万 
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把 上 述 两 式 相 减 并 应 用 (1.27) 式 得 


Pij(s +t) = qi(9i,;(s +t) — pi,(s + t)) 
一 gi 》 (9 k(s) — Di, k(s) )pk ,j(t) 


kEE 


= pip(s)prs(t). 


keEE 
(4) 可 由 (1.27) 直接 得 到 . 
(5) 由 (1.27) 还 有 
dim pis(t) = lim qi(gis(t) — pis(t)) 
= qi(mi,j ~ Tj) = 0. 
定理 1.6 证 毕 . 


定理 1.7 设 P(t) = (pij(t),i,i E 瑟 ) 是 标准 的 转移 和 矩阵， gi, qi,; 如 前 所 定 
义 . 假设 gq; < co, 则 下 列 二 条 件 等 价 : 
(1) pij(t) = 2 girprsj(t) (t 0,7€E); 
kEE 
(2) 2 qik =0. 
kEE 


证 (1) 坊 (2). 设 (1) 成 立 . 由 定理 1.6 知 : 对 任何 上 > 0, 有 


0= >》 p(t) = 2, 5, Qi,kDk, (t) 


jEE jEEkEE 
= gk 》 phj(b 一 >》 ga 
keE jeE kEE 


(2) 坟 (1). 设 (2) 成 立 . 当 g; = 0 时 , (1) 显然 成 立 . 下 设 0 < gq; < co. 由 引 
理 1.5 有 : 


gij(s +t) = > gik(s)pks(t) (s> 0,t>0), 
keEE 


二 二 9 k(s 


0, 当 k=5, 
qik/qi, 当 k#% 


又 因为 gi,j(s) 在 [0, co) 上 连续 ， 2 9iz(9) = 1(Vs > 0). 故 由 (2) 可 得 
7E 


kEE 
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所 以 由 (1.27) 式 及 第 一 章 定理 5.8 (Helly 定理 ) 


pij(t) = qi(9i,;(t) — pi,s(t)) 


-oa( 中 > gak(s)Ppej 人 ( im 
= gi (= (m gx(®) ) Pk,i(t) — pi,i gj 





二 >》 qikDkjj(t (vt > 0). 


kEE 
而 当 上 = 0 时 上 式 显然 成 立 . 定理 证 毕 . 
定理 1.8 设 P(t) = (pij(t),i,j € 马 ) 是 标准 的 转移 矩阵 , Q = (gi,j,1i,j E 
E), qi, qi,; 之 定义 如 前 . 车 


sup gi < c<o%, 
iEE 


则 
(1) P'() = QP(t) = Ee. (t > 0); 
(PO = SF (>0) 
k=0 
(3) 8 = ITQ = 0, 其 中 
= (mj € E), ws = lim pis(t). 
反之 任 给 给 阵 Q = (gij,i,j € 瑟 ), 只 要 -oo < gii 0,0 < gi; < col 大 
j,i,7 €E), 总 qi,; = 0(Vi € Emp qii) < c<o, 则 P(t) 3 eQt 是 一 个 标准 
的 转移 短 降 ， 
证 (1) 因为 sup 和 Cc < co, 所 以 由 定理 1.5 知 
i€ 
> di 一 0 (Vi E 五 ). 
jEE 
因此 , 由 定理 1.7 得 
P'(t) = QP(t) (vt > 0). 
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而 对 任何 上 > 0,0 <h<ti,ijeB, 总 有 
pix(t) (pk (h) — 6i,3) 


Pis(t+h)— pis(t) _ ke 
h h 
Pij(t) — Pij(t —h) _ kep 
h hh 
但 是 由 定理 1.5 及 supo 和 ec < co 知 : 
iEE 


lim 1— pii(h) 二 qi， 对 ie 一 致 成 立 ， 
h—0+ h 


所 以 对 任何 固定 的 。 > 0, 存在 ho 与 大 无 关 使 
1 — pk,k(h) 
h 
更 有 


h 
在 (1.44) 和 (1.45) 中 令 h 一 0+, 并 利用 控制 收敛 定理 可 得 : 


Dj 的 = 》 pik(tgey (t >0,i,7€E). 
kEE 


D Pirlt — h)(pke,s(h) 一 57) 


<gr+e<cte ( 当 h< ho,keE), 


prs(h) < Hp) <cte ( 当 hg ho,kz#)). 
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(1.44) 


(1.45) 


(1.46) 


(1.47) 


显然 t= 0 时 上 式 亦 成 立 . 总 之 P'(t) = P(t)Q 得 证 . 仿 之 可 证 P'(t) = QP(t). 


(1) 证 毕 . 
(2) 由 (1) 有 
pf 的 = gigprs(t) (b,j € E,t>0), 
kEE 
由 定理 1.6 及 sup qi <c<oo 有 
?CE 


> | aeph (2)| < >», lqik|2g9k < 4c2. 
KE 已 kEE 


所 以 >= qikph,j(t) 在 [0, oo) 上 一 致 收敛 , 从 而 
E 


pij(t) = 》 qikprktlt) 


kEE 


在 0,co) 上 可 以 逐 项 微 商 . 微 商 之 并 用 (1) 得 
DYj(t) = > girph,s(t) 


kEE 


= >》 gp》 Quphi(t) (t 20,6,7€ BE). 


kEE l€EE 


(1.48) 


(1.49) 
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此 即 
P(t)= QP() (tz0). 
仿 之 , 继续 作 下 去 可 得 











CIW OrPg (nz0,t20). (1.50) 
所 以 
_ 世 /dP() A 
0 2 ( dt ) sl 
n=0 
(3) 因为 
P'(t) = QP(t), dim P(t) 三 也， im P'(t) = 0， 
所 以 用 控制 收敛 定理 可 得 : 
nn 
= QlN. 
又 因为 
P'(t) = P(t)Q®, 
若 记 


Du = diag(qi,i € E) 
为 主 对 角 线 上 的 元 素 为 {qi,i e EB} 的 对 角 和 矩阵 , 5 于 8 + Ds 是 非 负 和 矩阵, 则 根 
据 Fatou 引 理 可 得 
0= liminf P'(t) > 15 -HDs. 
但 是 sup gi <c<o, 所 以 Q1 =0 (其 中 1 是 一 切 元 素 皆 为 1 的 列 向 量 , 下 同 .) 
i€ 
因此 
(IS -1D)1= 1S1- 1D,l 
= IDsl ~- HDl=0. 
故 IQ = 0. 


现在 任 给 一 个 满足 定理 1.8 中 全 部 条 件 的 和 矩阵 8 = (qi,j;,i,7 € BE). 要 证 
P(t) 些 eQt 是 一 个 标准 的 转移 矩阵 . 显然 P(t)1 = 1, P(s+t) = P(s)P(t)(Vs,t > 
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0), 而 且 ,im Plt) = I (I 是 单位 矩阵 ). 下面 只 和 需 证 明 : P(t) > 0 (对 一 切 t e 


[0, co)), 则 定理 获 证 . 先 设 


dj >0 (对 一 切 i j,i,j € 也 ). 


事实 上 ， 若 令 Q” (gg ,了 E E), 则 由 sup(—qii) 么 C< oo 可 得 
i€ 





2 
gy 





< lqirllgrs| < c ,lqirl < 2c2， 
keE KE 万 


仿 之 可 证 : 对 任何 n>1 有 














qt < 27 一 1cn (Vi,j E E). 
由 于 
P(t) =e?: =I+Qt+ 有 (Qt + 
所 以 若 取 6 > 0 充分 小 使 
(2c5) (co __ 2c6 _ 工 
2 Le 
则 由 (1.51)、(1.52)、(1.53) 有 
pii(t) 二 1 十 Qi 让 十 a 再 
1 (Kk)! ck 
el (2 di + 


> 5 (vi e E,t € [0,6]). 
任 取 i 关 j, 由 P'(0)=Q@ 及 
zij(0) = gis > 0, pii(0)=0 
得 知 : 存在 ei,; > 0, 使 
pis(t) >0 (vt € [0,ei]). 


取 mh,; = min(6,ei,j), 则 


pisj(2t) > pii(t)pis(t) >0 (i#7,te {0,7n,)). 


所 以 
Pij(t) >0 (i#5,te |l0,o0)). 


(1.51) 


(1.52) 


(1.53) 


(1.54) 


(1.55) 
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由 (1.54) 及 P(2t) = P(t)P(t) 得 
piilt) >0 (vieE,te|0,o0)). (1.56) 
由 (1.55)、(1.56) 可 知 : 
当 g;; >0 (i#1j) 时 P(t) > 0(vt € [0, 00)). 
现在 取消 这 一 假设 . 构造 


Qn = (ri ,i,j € E), 
rh = gt) 


rl = di; 一 dC E E), 





其 中 a;; > 0， 马 06 一 op sup a: < d< 1 则 Q，, 满足 定理 1.8 中 Q 的 全 部 条 件 ， 
且 r? >0 (对 - 功 i# 7), 所 以 

P(t) EE elrt >0 (vt€ (0,00)), 
故 P(t) = lim Pa(t) > 0. 定理 1.8 证 毕 . 


思考 题 前 面 得 到 的 八 个 定理 , 是 关于 标准 转移 矩阵 的 .对 标准 的 准 转移 
和 矩阵, 是否 有 类 似 的 结果 ? 如 果 有 , 它们 的 相应 的 结果 是 什么 ? 
提示 : 若 P(t) = (pij(t),i,7 E 五 ) 是 准 转移 矩阵 , 取 AEE, 考虑 扩展 和 矩阵 


E A 
PA(t) = 人 1 ， 其 中 d(t) = 1 一 P(t)1 是 列 向 量 . 
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本 节 沿 袭 81 的 符号 . 在 81 中 我 们 系统 地 研究 了 标准 的 转移 矩阵 P(t) 的 连 
续 性 及 可 微 性 . 在 最 后 的 思考 题 中 , 曾 问 到 对 标准 的 准 转移 矩阵 是 否 有 类 似 的 
结果 ? 其 实在 提示 中 给 出 的 扩展 矩阵 PaA( 是 一 个 标准 的 转移 矩阵 , P(t) 是 它 
在 巨 x 巨 上 的 局 限 . 若 Pa(t) 有 连续 性 、 可 微 性 , P(t) 自然 也 有 , 只 是 某 些 方程 
式 的 形式 略 有 改变 . 

这 一 节 我 们 主要 研究 可 微 性 的 逆 问 题 , 即 是 给 定 某 种 矩阵 Q = (gi,j,i,j € 
), 是 否 恒 存 在 一 个 标准 的 准 转移 矩阵 P(t), 使 P'(0) = @? 如 果 有 , 是 否 唯一 ? 
如 果 不 一 定 唯一 , 那么 唯一 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 
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定义 2.1 称 矩 阵 Q = (qi;,i,j E 忆 ) 是 一 个 转移 强度 矩阵 , 如 果 
(1) 0 > gii > —o0(Vvi € E); 
(2) 0 < qi,; < ooVi #7,i,7 E 五 ); 
(3) 名 qi,; S 一 Qi 
特别 地 ， 落 转 移 强度 答 阵 Q@Q 满足 


0 qi > 一 co (vi € E), (2.1) 


则 称 Q 是 全 稳定 的 转移 强度 矩阵 . 更 特别 地 , 若 全 稳定 的 转移 强度 矩阵 Q@ 还 满 
足 
>》 qj=0 (vieE), (2.2) 
jE€E 
则 称 @ 是 保守 的 转移 强度 和 矩阵. 


本 书 仅 研 究 全 稳定 的 转移 强度 矩阵 Q, 所 以 “全 稳定 ”三 字 略 去 不 写 . 
只 要 存在 一 个 io € E, 使 


dio,io 一 一 Do (2.3) 


(这 时 称 io 是 @ 的 一 个 瞬时 状态 ), 则 81 中 的 可 微 性 的 逆 问 题 , 所 谓 Q 过 程 问 
题 就 变 得 复杂 得 多 . 若 0 > qioio > -oo, 则 称 io 是 Q 的 一 个 稳定 状态 ; 称 io 是 
吸收 状态 , 大 qi0,i。 = 0. 

为 什么 满足 goie =0 的 加 称 为 吸收 状态 , 满足 quoio = 一 00 的 io 称 为 瞬 
时 状态 , 而 满足 0 > qioio > -oo 的 io 称 为 稳定 状态 ? 这 要 用 Markov 过 程 的 轨 
道 性 质 才 能 解释 . 

对 于 时 齐 的 可 分 的 以 P(t) = (pij(t),i,j € 五 ) 为 转移 矩阵 的 Markov 过 程 
{Xi,t € [0,co)} 来 说 , 总 有 


P(Xu=i, 对 一 切 s < wusst+tlX, = 让 
=e-%t(s >0,t>0,ie Bp,e™” 0). (2.4) 


其 中 g; 如 定理 1.3 所 定义 . 

(2.4) 的 证 明 可 参见 [13] P.152 定理 5. 

(1) 对 任何 标准 的 转移 和 矩阵 P(t) = (pi,j(),i,j € 五 ) 来 说 , P'(0) = 8 是 一 
个 转移 强度 矩阵 . 

(2) 由 (2.4) 看 出 : 当 i 是 瞬时 状态 , 即 g; = co, 对 任何 s > 0, 上 > 0, P(X = 
i,Vs < wu < s+t|X, =i) =0, 即 是 从 状态 ;出 发 , 在 ;逗留 一 段 正 时 间 的 概率 为 
0. 
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(3) 由 (2.4) 看 出 : 当 i 是 吸收 状态 时 , 即 q; = 0, 则 由 状态 i 出 发 , 过 程 永远 
停留 在 i. 

(4) 当 0<i< co, 即 i 是非 吸 收 的 稳定 状态 时 , 由 (2.4) 看 出 : 由 状态 i 出 
发 , 逗留 在 i 的 时 间 服 从 负 指 数 分 布 . 

由 (1)~(4) 看 出 : 上 述 诸 定义 是 符合 概率 直观 的 . 

定义 2.2 给 定 一 个 转移 强度 矩阵 Q = (qi,j,i,j € 忆 ), 称 标准 的 准 转 移 算 
阵 P(t) = (piz(t),i,j E 盏 是 一 个 Q 过 程 , 如 果 


P'(0) = Q. 


特别 地 , 满足 P(t)1 = 1 的 @ 过 程 称 为 不 间断 的 , 反之 称 为 间断 的 . 若 P'(t) = 
QP(t), 则 称 P(t) 满足 倒退 方程 (简称 为 满足 (B)); 若 P'(t) = P(t)Q, 则 称 P(t) 
满足 前 进 方程 (简称 为 满足 (F)). 


定义 2.3 设 P(t) 是 任意 一 个 标准 的 准 转移 矩阵 , 称 
RON) = 上 esxplt)dt (>0) (2.5) 
0 


为 P(t) 的 Laplace 变换 . 
注意 : 由 P(t) > 0, P(t)1 < 1, P(t) 关于 t 有 连续 性 , 所 以 (2.5) 右 方 之 积分 
存在 且 有 穷 (对 每 个 和 > 0). 


定理 2.1 设 P(t) 是 标准 的 准 转移 和 矩 阵 ,R( 和 \) 是 其 Laplace 变换 , 则 R( 和 ) 
满足 : 
(1) 正则 化 条 件 : 
R(A) > 0,ARO)1 < 1; 


(2) 预 解 方程 式 : 
ROA)— Rp)+O-HRANRD=0 (NA > 0 


(3) 连续 性 条 件 : 
im AR(A) 一 工 


特别 地 , 若 R(A) 是 @ 过 程 P(t) 的 Laplace 变换 , 则 除了 (1) 和 (2) 仍然 成 立 以 
外 , (3) 还 可 以 加 强 为 : 


(3) im AARON) 一 刀 = @. 


显然 (3)' 蓝 涵 了 (3). 
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证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 


附注 2.1 满足 (1)、(2)、(3) 的 R(X) 必 是 某 个 标准 的 准 转移 矩阵 的 Laplace 
变换 ; 满足 (1)、(2)、(3)' 的 ROA) 必 是 某 个 Q 过 程 的 Laplace 变换 . 


附注 2.1 的 证 明 较 难 , 有 兴趣 的 读者 可 参见 [37] 第 二 编 定理 2.1 和 定理 2.2. 
那里 是 对 一 般 状态 空间 来 证 明 的 , 即 (E, 8) 是 任 一 抽象 的 可 测 空间 . 


定理 2.2 设 Q= {gij,i,j € 忆 } 是 一 个 转移 强度 矩阵 , P(t) 是 一 个 @ 过 
程 ， di 一 —qii, Da 一 diag(g;,1 € E), S=Q+ D,, A(t) 一 diag(e™ it, i € E), 则 

(1) P'(t) > QP(t) (vt>0); 

(2) P'(t) > P(t)Q (vt>0), 


(1) P(t) > A(t) + fo A(t — s)SP(s)ds; 
(2)’ P(t) > A(t) + A(t— s)(DaP(s) + P(s)S ~ P(s)Da)ds. 


证 (1) 和 (2) 用 P'(t) 的 定义 及 Fatou 引 理 立即 可 得 . 
(1) 和 (2) 用 分 部 积分 法 并 用 (1)、(2) 立即 可 算出 . 
定理 2.3 活用 定理 2.2 的 符号 . 下 列 三 条 件 等 价 : 
(B): P'(t) = QP(t) (vt > 0); 

(B)’: P(t) = Alt) + fi A(t — s)SP(s)ds (vt >0); 


(BV: NT—- RN)=I (YA> 0)， 
其 中 R( 和 ) 是 P(t) 的 Laplace 变换 . 类 似 地 , 下 列 三 条 件 亦 等 价 : 


(F): P'(t) = P(t)Q (vt > 0); 
(F’): P(t) = A(t) + i A(t — s)(DaP(s) + P(s)S — P(s)Da)ds (vt > 0); 
(FA): RAGQI-Q)=I (YA> 0). 


证 由 分 部 积分 法 可 知 
P(t) = A(t) + A(t — s)(P'(s) + DaP(s))ds. (2.6) 
0 


由 (2.6) 立即 看 出 : (B) 名 (B); (F) 全 (F'). 
下 面 证 明 : (F’) 合 (F、)((B') 会 (BA) 类 似 ). 
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容易 算出 A(t) 的 Laplace 变换 为 (AT 十 Do)-!. 又 因为 


广 etdt 了 A(t — s)(DaP(s) + P(s)S — P(s)Do)ds 
0 0 
= / ds 0 e te-*sA(t)dt(P(s)S + DaP(s) — P(e)Do) ) 
三 [or + Da)-le-*s(P(s)S + DaP(s) — P(s)Da)ds 
0 
= (M+ Da) (R(N)S + DyR(N) — ROA)D,), (2.7) 
所 以 由 (2.7) 知 (F') 的 ( 左 端 减 右 端 ) 的 Laplace 变换 为 
R(X) — T+ Da,) (RO)S + DR(N) — RO)Dg +7) 
= QT+ Da) (ROA)AT- 8) -Dn), 
所 以 由 Laplace 变换 之 唯一 性 知 
P(t) = A(t) + | A(t — s)(DaP(s)+ P(s)9 — P(s)Da)ds, a.s. (2.8) 
0 
的 充分 必要 条 件 是 
ROA)(MT—-Q)=I (YA> 0). (2.9) 
但 是 (2.8) 左 、 右 两 边 均 关 于 t 连续 。 所 以 “(F') 今 (FA)”. 定理 2.3 证 毕 . 


定理 2.4 (Q 过 程 的 存在 性 )， 任意 给 定 一 个 转移 强度 矩阵 Q, 必 存 在 一 个 
Q 过 程 P(t), 它 满足 (B) 和 (F), 而 且 对 任何 @ 过 程 P(t) 来 说 , 恒 有 P(t) > 
P(t)(Vt > 0), 即 P(t) 是 最 小 的 Q 过 程 . 


证 令 Do,5,A(t) 之 意义 如 定理 2.3. 显然 S>0. 令 


Po(t) 一 4(b)， 


P(t) = [ A(t— s)SP,_1(s)ds (n> 1), (2.10) 


P(t) = 2 P(t), 


n=0 
要 证 P(t) 即 为 所 求 . 
(1) 首先 证 明 P(t) 是 一 个 标准 的 转移 矩阵 . 
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由 85>0 和 Ab >0 知 蕊 0 > 0. 而 A(t)1 < 1 车 设 五 RRO1<1L 骨 


n++l 


2 Pel 1= Po(t)1 + A (a 1ds 


k=0 
< P(t)1+ [ A(t — s)S1ds. 
0 
而 Q1 < 0,S = Q@ 十 Do, 所 以 
n+l1 
>》， P(t)1 < P(t) )1 + A 一 s)Doalds 
k=0 
= A(t)l+1— A(t)1=1. 
由 归纳 法 知 : 对 任何 m >0 有 = P(t)1 < 1, 从 而 P(t)1 < 1. 
下 面 证 明 P(t) 满足 (K 9 方程 式 . 先 用 归纳 法 证 明 : 
Pa(s+t) = 5 Pa(s)P, (0) (Vs,t > 0,n > 0). (2.11) 
k=0 


由 刀 (t) = A() 知 (2.11) 对 n=0 成立 . 设 (2.11) 对 nn 成立. 则 由 (2.10) 知 
Pri(s+t) = 人 A(s+t—u)SP(u)du 
0 
上 ‘ACs) A -SP du | A 
0 


= 49 [ A(t — wu)SP,(u)du + 4(s 一 DA _k(t)du 


k=0 


= Py(s)Pari(t) + S$ ( [ A4(s 一 JSPi(odu) P k(t) 


a 


= Pol(s)Pnt1(t) + > Prt1(s)Pn—r(t) 


k=0 
亿 十 工 
= 》 有 到 (s)PH-k(). 
k=0 
(2.11) 证 毕 . 由 (2.11) 立即 得 
P(s+t) = P(s)P(t) (s,t > 0). (2.12) 


和 mg 一 4 人 (十 人 A(t — 5 Pi(s)ds 
k=0 \ k=0 
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得 
下 = A(t) + 上 A = Eds: (2.13) 
0 
所 以 由 4A(t) 之 定义 得 
lim, P(t) = P(0) = 工 
总 之 , P(t) 是 标准 的 准 转移 矩阵 . 
(2) 其 次 , 证 明 P(t) 是 一 个 Q 过 程 . 事实 上 ， 
-二 三 和 9 二 十 二 A(t — s)SP(s)ds, 
令 一 0+, 则 上 式 趋 于 -Ds+S=@. 
(3) 再 次 , 证 明 对 任何 @ 过 程 P(t), 都 有 P(t) > P(t). 事实 上 , 若 记 P(t) = 
(pi (t),i, 7 € BE), 则 pii(t) > et, 所 以 P(t) > Po(t). 设 


P(t) > Sy P(t), (2.14) 
k=0 
则 由 定理 2.2(1)’ 和 (2.14) 有 : 


P(t) > A(t) + A(t — I Pr(s)ds 
0 k=0 
?十 工 


= >》 P(t). 
k=0 


所 以 P(t) > > PC(ym > 0), 从 而 
一 0 


PO > lim > P(t) = P(t). 
k=0 


(4) 最 后 , 证 明 P(t) 满足 (B) 和 (F). 

事实 上 , 由 (2.13) 及 定理 2.2 知 P(t) 满足 (B). 至 于 (F), 令 P(t) 和 PP,(t) 
的 Laplace 变换 分 别 为 及 ( 和 ) 和 RR,( 和 ). 容易 算出 : Po(A) = (和 T+Da)-1, Rn,( 和 A) = 
了 (和 Rn_1( 和 (n> 1), 其 中 (A) = (MXT+Do)-15. 所 以 


R(N) = 和 Rn(N) = > TN"QI+De)™ 


n=0 n=0 


= (MT + Da)-!+ 人 I(N"*(MT+ Da)- S(T + Da),, 


n=0 
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从 而 
瓦 (入 )(MT + Du) = 了 十 瓦 (入 )9， 

即 是 EO)(AT 一 8) = 了 亦 即 B(t) 满足 (F). 至 此 , 定理 证 毕 . 

下 面 我 们 研究 Q 过 程 唯一 的 充分 必要 条 件 . 这 里 只 给 出 对 保守 的 转移 强度 
和 矩阵 Q 来 说 , Q 过 程 唯一 的 充分 必要 条 件 . 对 一 般 的 转移 强度 和 矩阵 Q, 其 Q 过 
程 的 充分 必要 条 件 请 参看 [34]. 

定理 2.5 给 定 保守 的 转移 强度 矩阵 @, 令 R( 入 ), Rn( 和 ), 5S, Dy, 本 (和 ) 如 定理 
2.4 中 所 定义 , 记 5S,( 和 A) 墅 六 RO),TA) = 1 一 ARO)1 则 

k=0 

(1) 当 nfoo 时 , "(A)1 单调 下 降 到 5( 和 和); 

(2) 了 (A) 是 4(A)y =y,0 < y<1》 的 最 大 解 ; 

(3) 了 CA) = 0 的 充分 必要 条 件 是 

《( 和 XI 一 Q)y = 0,0 <y<<1》 仅 有 零 解 . 此 处 y,J( 和 ) 都 是 列 向 量 , 其 维 数 与 
状态 空间 马 的 维 数 一 样 . 

证 (1) 由 于 

Sn(A) = RoN+ (T+HOA)+:. + (OAT+Do) 一 .SCOTTDa) 一 ， 


所 以 
Sun(AJ(CMT + Du) = 工 + 591(A)5. 
若 注意 Q1=0,Q= 5 一 Dy, 则 得 


ASa(N1+ SaN Dal =1+ 5 10)51=1+ 5 1%) Dl. (2.15) 
故 
Sa,N Dal < 1+ Sn_1(NDol. 


而 
So(NDal = Ro(N Dal1 = (MN + Da) Dal < oo， 


所 以 , 对 一 切 n > 0 有 : 
Sn(A)Dal < oo. 


所 以 可 以 在 (2.15) 左 、 右 两 边 减 去 5,_1( 和 )Dg1, 减 去 后 得 
ASn(N1+ Rn(NDal = 1, 


即 
ASn(N1+ HAI+D) D1=1. 
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注意 51 = Dy1, 则 由 上 式 可 得 : 
入 Su( 和 )1 十 万 (入 )"+1I(A)1 = 1, 


即 立 (A)"+11 = 工 一 入 Su( 和 )1. 
但 是 , 当 mToe 时 5%( 和 A) ROA), 所 以 


厅 (X)"14(1 -和 ARCAL) ( 当 mT oo). 


此 即 
(N11LTN) ( 当 m Too)， 
(2) 由 (1) 有 
NyN) = 7) lim (OA"1 
= lim 1(N)"+1 = 57). 
显然 
了 (A) = A 上 et(1— P(t)1)dt, 
所 以 


0<JIN)<L1. 


这 就 证 明了 : (和 ) 是 $IO)y = y,0 < y < 1 的 一 个 解 . 今 设 y 为 男 一 解 , 则 
Oy=y0<yg1, 故 y= 了 和)"y < (AN)"1 令 n 一 o0 即 得 y < FN). 这 
就 证 明了 7(A) 是 最 大 解 . 

(3) 由 (2) 得 知 : 7Y(A) = 0 的 充分 必要 条 件 是 《II(A)y = y,0 < y < 1》 只 有 
零 解 . 

而 (和) = (I+ Dg)-15, 所 以 , 当 0<y<1 时 , 有 : 


Ny=y 人 SSy= (N+Da)y SS AT- 8Q)y=0. 


这 就 证 明了 (3). 定理 2.5 证 毕 . 
定理 2.6 给 定 保守 的 转移 强度 矩阵 Q, 恰 有 唯一 一 个 Q 过 程 的 充分 必要 
条 件 是 : 
《QI-Q)y=0, 0<y<1) 
只 有 和 零 解 . 
证 由 定理 2.5 即 得 定理 2.6. 
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定义 2.4 称 转移 强度 矩阵 Q 是 正则 的 , 如 果 其 最 小 Q 短 阵 也 (t) 是 不 间 
断 的 , 即 P(t)1 = 1(vt > 0). 

定理 2.7 设 Q 是 任 一 转移 强度 矩阵 , 则 有 : 

(1) @ 是 正则 的 之 @ 过 程 唯一 ; 

(2) 8 是 正则 的 兮 了 OA) =0; 

(3) @ 是 正则 的 二 @ 是 保守 的 . 

证 明 其 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 


思考 题 当 Q 过 程 不 唯一 时 , 如 何 构 造 全 部 8 过 程 ” 当 精确 的 Q 过 程 不 
易 求 时 , 能 否 有 渐 近 Q 过 程 ? 
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在 第 六 章 离 散 时 间 可 数 状态 时 齐 的 Markov 链 中 , 其 转移 矩阵 已 = (zi hi 
7 E 五), 极限 


lim P" (3.1) 
未 必 存 在 , 但 极限 , 
im > -Pr: = 区 (3.2) 
1=1 


一 定 存在 . 

第 六 章 定理 5.4 证 明了 极限 (3.1) 存在 的 充分 必要 条 件 是 每 个 正 状态 的 周 
期 为 1. (注意 : 由 (K -C0) 方程 式 , 哪里 的 Pw = P".) 第 六 章 85 自 定理 5.4 以 
后 主要 研究 极限 (3.2) 的 性 质 及 求法 . 

现在 第 七 章 研究 的 是 : 连续 时 间 的 可 数 状态 的 时 齐 的 Markov 过 程 , 其 转移 
矩阵 P(t) = (pi,j(t),i,7 E 五 ), 我 们 假定 了 它 是 标准 的 . 在 此 假定 下 , 定理 1.2 证 
明了 极限 

dim P(t) = (3.3) 
永远 存在 . 
对 标准 的 准 转移 矩阵 P(t) = (pi 人 ,ji e 如 而 言 , 用 扩展 矩阵 的 方法 , 取 


AER, 令 


E A 
六 宵 二 . | dt) =1— PL, 


则 极限 
Jim Pa (t) = TA (3.4) 
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恒 存 在 , 而 P(t) 是 P4(t) 在 ExE 上 的 局 限 , 所 以 极限 
lim P(t)= 1 (3.5) 


恒 存 在 . 在 这 一 节 中 , 我 们 将 要 研究 了 的 性 质 及 求法 . 称 了 是 P(t) 的 遍历 矩 
阵 . 
在 这 一 节 中 , 恒 记 


(1) = 区 E 五) : >》 leil < “| ) 


i€EE 


人 sj 


(7) 中 的 元 素 ( 行 向 量 ) 用 oa, 807 表示 , (m) 中 的 元 素 ( 列 向 量 ) 用 x,y,z,… 
表示 . 
对 任何 转移 强度 矩阵 Q, 仍 用 P(t) 表示 其 最 小 Q 过 程 , 其 构造 见 定理 2.4， 
五 是 P(t) 的 遍历 矩阵 . 
本 节 沿 袭 82 的 符号 . 
定理 3.1 设 Q 是 正则 的 转移 强度 矩阵 , ae (1),a' > 0, 则 
aQ@=0 今 aw 厅 = o/. 
证 设 w e(),ow >0,a 互 = ww. 由 定理 1.2 (该 定理 对 标准 的 准 转移 矩阵 
也 成 立 ) 有 
a =all=oal P(t)=aP(t) (vt>0). 
把 上 式 左 右 两 边 取 Laplace 变换 得 : 
Qa’ =AMor RM) (入 > 0). (3.6) 
由 及 (A) 满足 (FA) 得 
ROA)QI+D,)= ROA)S+I (入 >0). (3.7) 


把 (3.7) 两 边 左 乘 以 o, 并 注意 (3.6) 得 
1 


1 
so Ds =~aS (入 > 0). 


入 
此 即 wQ = 0. 
再 设 we (站 o% >0awQ@=0 则 


a (MT —Q)= Ma >0(YA> 0). 
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所 以 
a (AT+ Dy)= Xa 十 a 5. 
而 
Q'S = oa (A + De)H(N), 
反复 利用 上 述 两 式 得 
a (AT+ Da)> yO) LO) (n > 1), 
k=0 
即 
Q > SQ) OAT 十 Do)-1 
k=0 
= So) RN (vn > 0,A > 0), (3.8) 
k=0 
(I( 和 A) 和 Rk( 和 ) 之 定义 见 定 理 2.4.) 在 (3.8) 中 对 n 一 oo 取 极限 得 
a > Ma RN) (YA> 0). (3.9) 
由 于 Q@ 正则 , 所 以 AE(A)1 = 1, 从 而 (3.9) 只 能 两 边 相 等 . 但 是 
mn, AR(N) = Jim P(t) = 1, (3.10) 


和 AR(A) > 0, 和 AR(AN)1 = 1,o e (oa > 0, 所 以 , 在 (3.9) 中 令 入 一 0+, 并 用 
控制 收敛 定理 可 得 


a' = oH. 

定理 证 毕 . 

定理 3.2 设 Q 是 任 一 转移 强度 矩阵 , 则 

1Q = QH =0. 

证 因为 互 ( = QP(t), lim P(t) = 7, 而 有 Jim P(t) = 0, 所 以 用 控制 收 

敛 定理 得 
0= lim P(t) = lim QP(t) 
人) 0 

又 因为 五 = 五, 所 以 由 定理 3.1 (注意 : 定理 3.1 的 充分 性 部 分 不 需 Q 是 “ 正 
则 ”这 一 条 件 , 对 一 切 转移 强度 都 对 ) 知 : 五 Q = 0. 定理 证 毕 . 
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下 面 我 们 将 要 研究 遍历 矩阵 的 结构 , 并 给 出 如 何 由 转移 强度 矩阵 Q 来 
求 其 @ 过 程 的 遍历 矩阵 工 的 方法 . 由 于 在 实际 问题 中 , 只 知道 转移 强度 矩阵 @ 
而 不 知道 其 对 应 的 8 过 程 P(t), 但 是 , 知道 P(t) 的 遍历 极限 了 = lim P(t) 就 
能 解决 问题 . 所 以 , 直接 通过 @ 求 出 克 , 在 实际 中 往往 是 很 有 用 的 . 


定理 3.3 任 给 转移 强度 短 阵 @, 其 @ 过 程 的 遍历 极限 I = Jim P(t) 具 
有 下 述 结构 : 


N Ri R» A 
N (0 a(l)x(l) al(2)Tr (2) …， 
Ri |o 1m( 0 
I = (3.11) 


RR|o 0 17(2) … | 


其 中 =NUR= NU (um ,或 忆 可 以 是 空 集 N 门 R= 9, Br 站 Rn = 
@ ( 当 m 关 n),a(k) > 0 是 列 向 量 , 其 维 数 与 N 中 的 元 素 的 个 数 相同 , x'(k) 是 行 
向 量 , 其 维 数 与 Rk 中 的 元 素 的 个 数 相 同 , x'(k) > 0,7'(k)1 = 1, 1 < 1. 注意 : 
17'(k) 是 行 行 都 是 x'(k) 的 转移 矩阵 . 

证 由 于 

PO=7 
恒 存 在 , 故 
,lim P(1)”=1 

恒 存 在 , 而 P(1) 是 以 实数 为 元 素 的 准 转 移 和 矩阵 , 所 以 由 第 六 章 定 理 5.5 即 得 本 
定理 . 

注意 定理 3.3 中 的 N 相当 于 第 六 章 定理 5.5 中 的 NU R', Rn 相当 于 第 六 
章 定理 5.5 中 的 +. 由 于 也 对 应 于 NU R? 中 的 元 素 的 列 都 是 0, 所 以 我 们 把 
第 六 章 定理 5.5 中 的 立 的 结构 写成 定理 3.3 中 的 简单 形式 . 

此 处 xw(k) 是 以 实数 为 元 素 的 行 向 量 , 不 是 函数 的 微 商 . 

设 @ 是 正则 的 转移 强度 矩阵 . 由 定理 3.1 知 , 当 o e (1),o > 0 时， 


oaQ=0oT=a. 
若 再 注意 万 有 定理 3.3 中 的 结构 (3.11), 可 以 看 出 : 


《aQ=0, ao €l(l), o>0» 
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的 通 解 必 为 
N Ri R» 
Qa’ = (0, ci7’(1), co7’ (2), +…) 
其 中 c; 是 非 负 实数 且 > < o0. 所 以 , 解 方程 式 


《aQ=0, ao €(l), o>0» 


就 可 以 判断 : 其 通 解 中 那些 必 为 0 的 分 量 所 对 应 的 位 置 (状态 ) 就 是 N, 也 可 以 
看 出 R; 及 对 应 的 x/(i). 所 以 , 若 再 把 a(i) 这 些 列 向 量 算出 来 , 则 五 就 完全 算 
出 来 了 . 下 面 就 来 研究 a(i) 如 何 求 . 


定理 3.4 设 @ 是 任意 一 个 转移 强度 矩阵 ,， 则 
(1) y > 0,ye (m),Qy=0=y> 1y 
(2) a(1) 是 方程 式 

ZY\N 


(2):《0=Q ，2>02Ze(m)》 
的 最 小 解 ymin 中 所 对 应 的 2 即 a(1) = ymin on N. (其 中 a(i) 的 求法 类 似 .) 
证 (1) 因为 Qy = 0,y > 0,y€ (m), 所 以 
MI-Qy=MXMW (YA> 0). 
因此 , 从 (3.9) 的 证 法 有 (注意 (3.9) 式 的 证 明 并 不 要 求 Q 是 正则 的 ): 
y > 入 瓦 ( 和 )9. (3.12) 
在 (3.12) 中 令 入 一 oo, 并 注意 y >0 和 ye (m), 再 用 Fatou 引 理 可 得 
y 之 lim inf AR(Ny > ( 吧 inf XR ) y 
= (liminf P(t)) y = I1y. (3.13) 
(2) 由 定理 3.2 有 : Q 卫 = 0, 更 有 Qireij = 0(Yj € Ri, 其 中 e; 是 第 7 个 坐 
标 轴 上 的 单位 列 向 量 , 即 e; on { 办 = 1,e; on (EB 一 {让}) 为 零 列 向 量 ), 此 即 
al1) 
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显然 0 < a(1) e (m), 所 以 


N /fal(l) 
Ri 1 
YT R| D0 
是 方程 式 (2) 的 解 . 再 设 
Z 
1 
0 
也 是 方程 式 (2Z) 的 解 , 则 
Z 0 a(1) 
1 11 _1i1 1 
过 了 五 0 过 五 


定理 证 毕 . 


下 面 我 们 研究 一 类 简单 的 正则 转移 强度 矩阵 Q 所 对 应 的 元 的 求法 . 


定义 3.1 称 转移 强度 矩阵 Q = (qij,i,j E 五 ) 是 可 约 的 , 如 果 存 在 五 的 一 
个 真子 集 玉 CE,F 关 也 , 使 得 对 任何 ie FjEF, 都 有 qi; =0. 反之 称 Q@ 是 不 


可 约 的 . 


定理 3.5 若 Q@ 是 不 可 约 的 转移 强度 矩阵 , 则 有 : 或 者 书 == N (这 时 五 =0)， 


或 者 巨 = Ri (这 时 五 = 17(1)). 


证 车 = NU(URn) 中 有 NN 2, 上 且 Ri 关 2, 则 五 中 必 有 一 行 
el (el 是 第 i 个 轴 上 之 分 量 为 1, 其 他 轴 上 之 分 量 为 0 的 行 向 量 ) 具有 下 述 形 


式 : 


Ri NU (U m] 


n>1 


(mT (1) 0 小 
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记 P(t) 如 下 : 
R NU (U ] 

时 Rl A(t) B(t) 

POs ( U Rn cd DO 
在 工 P(t) = 了 工 中 取 前 面 指 出 的 那 一 行 : 

el P(t) = ell, 
此 即 
(rdD,0) 人 > = (7(1),0). 
所 以 
T (1)B(t) = 0. 


但 是 w(1) > 0, 所 以 B(t) = 0. 故 


即 是 Q 是 可 约 的 . 定理 证 毕 . 


定理 3.6 设 Q 是 不 可 约 的 正则 的 转移 强度 和 矩阵， 则 

(1)《a'Q = 0,a' >0ao e()》 只 有 零 解 之 万 = 0; 

(2)《a'Q@ = 0,a' >0a € (1!)》 有 非 零 解 > 其 通 解 必 为 cr 之 0,7'1 = 1， 
这 时 五 = 17.. 


证 由 定理 3.3、 定理 3.5 即 得 定理 3.6. 
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本 节 主 要 讲 实际 问题 与 Markov 过 程 的 应 用 . 有 些 证 明 很 繁 的 定理 就 略 去 
了 证 明 , 但 标明 其 出 处 . 有 兴趣 的 读者 可 查阅 . 

自然 界 的 某 一 物种 的 繁衍 、 原 子 反应 堆 中 质点 的 裂变 、 人 体 中 某 类 细胞 的 
分 裂 等 现象 中 , 其 数学 模型 常常 涉及 一 类 很 重要 的 随机 过 程 一 一 分 枝 过 程 . 这 
类 过 程 是 怎样 提炼 出 来 的 呢 ? 它 的 概率 特征 是 什么 ?我们 主要 关心 的 是 什么 问 
题 ? 下 面 通过 一 些 例子 来 剖析 这 些 问 题 . 
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例 4.1 (细胞 分 裂 ) 考虑 人 体 中 某 种 细胞 的 分 裂 现象 

设 在 时 刻 0 人 体 中 某 种 细胞 的 个 数 为 Xo, 经 过 一 个 单位 时 间 以 后 , 这 Xo 
个 细胞 中 的 每 一 个 可 分 裂 成 0 个 ( 即 死亡 )、1 个 ( 即 不 分 裂 ), … ,mm 个 等 等 . 由 
于 营养 、 药物 刺激 、 运动、 疲劳 等 因素 的 影响 , 一 个 细胞 分 裂 成 m 个 是 有 确定 
的 概率 pm 的 , 其 中 pm > 0, 半 pm = 1 一 般 可 以 假定 各 个 不 同 的 细胞 的 分 弄 
结果 是 相互 独立 的 , 而 且 具 有 公共 分 布 {pm : m > 0}. 于 是 


Xo 


Xi 一 ye 


i=1 
仿 之 
Xn_1 
X= 
i 二 1 


其 中 {é ;n=1,2,… ,i= 1,2,…} 相互 独立 且 具 有 公共 分 布 . 

例 4.2 (反应 堆 中 的 质点 的 裂变 ) 设 在 时 刻 0 某 反 应 堆 中 某 类 质点 有 Xo 
个 , 由 于 质点 之 间 的 相互 碰撞 或 其 他 射线 的 又 击 , 每 隔 一 个 单位 时 间 , 一 个 质点 
可 以 分 裂 成 mm 个 质点 (m 一 0, 1, 2,.… ), 其 对 应 的 概率 为 pm (m 之 0, 2 Pm 


一 工 |. 一 般 而 言 ， 仍 可 假定 : 

“(1) 各 质点 的 分 裂 结果 是 相互 独立 的 , 具有 公共 分 布 , 即 每 一 质点 经 过 一 个 

单位 时 间 分 型 成 的 新 质点 数 是 一 个 随机 变量 , 且 这 些 随机 变量 是 独立 同 分 布 的 . 
(2) 质点 的 分 裂 情况 与 “年 龄 " 无 关 , 如 果 用 2 代表 在 时 刻 n 一 1 存在 的 第 i 

个 质点 经 过 一 个 单位 时 间 后 分 裂 成 的 质点 数 , 则 {0 :1 = 12 ,n 二 1,2,.…} 

是 独立 同 分 布 的 , 且 


其 中 X 是 时 刻 n 该 类 质点 的 个 数 . 

从 例 41 和 4.2 可 以 看 出 : 尽管 这 两 类 例子 的 实际 背景 不 同 , 但 它们 的 数学 
模型 是 一 样 的 . 其 实 , 还 有 很 多 实际 问题 , 它们 都 属于 这 一 数学 模型 . 

下 面 我 们 给 出 分 枝 过 程 的 数学 定义 . 

定义 4.1 设 {Eo) :1 一 12 ,mm 二 1,2,…} 是 概率 空间 (0,. 多 ,P) 上 的 
一 族 独 立 同 分 布 的 取 非 负 整 数 的 随机 变量 ， 其 公共 分 布 为 {pm : m > 0}. 若 Xo 
是 (Q, 多, P) 上 的 任 一 取 正 整数 的 随机 变量 , 且 


Xn—1 
人 (4.1) 
i=1 
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则 称 {Xn :n= 0,1,…} 是 一 个 离散 时 间 的 分 枝 过 程 或 分 枝 链 . 这 就 是 所 谓 的 
Galton-Watson 分 枝 过 程 . 
令 1G) = 守 pmsn(ls| < 1), 称 7 为 分 布 fpm} 的 母 函数 , 有 时 也 称 7 为 


5 的 母 函 数 , 或 {Xn} 的 本 原 母 函数 
显然 Galton-Watson 分 枝 过 程 {X} 是 一 时 齐 的 可 数 状态 的 Markov 链 . 者 
全 
~ 
pg = P(Xn+x = j|Xn = (4.2) 
是 其 上 步 转移 概率 , 令 
PO = (57 > 0) (43) 


是 其 上 步 ( 阶 ) 转移 矩阵 , 则 有 


和 
有 全. 1, 当 i> 0,j,k>0, 
立 9 (4.4) 
D0 一 00 当 j,k 之 0， 


其 中 55 一 0 或 1 视 i 关 j 或 i=j 而 定 . 
显然 pi,m 二 pin = = pm, 而 且 对 任何 i>0,k>1 , {ph : : m > 0} 是 一 个 概 
率 分 布 . 令 gils) = 3 pl sm 为 其 母 函 数 . 


对 于 分 枝 链 {Xa), 研究 它 的 矩 、 分 布 、 极 限 分 布 , 特别 是 极限 分 布 中 的 两 
个 特例 
| 
有 着 重要 的 意义 . 前 者 意味 着 该 系统 要 “爆炸 ”的 概率 , 而 后 者 是 该 系统 要 “ 炉 
灭 ”的 概率 . 如 果 Xi 代表 某 一 患者 在 时 刻 n 癌 细 胞 的 个 数 , 前 者 就 是 “病情 急 
剧 恶 化 ”的 概率 , 而 后 者 正 是 该 患者 终 将 “治愈 ”的 概率 . 
对 分 枝 链 {Xn} 的 研究 , 母 函 数 f(s) 扮演 着 一 个 重要 角色 . 


定理 4.1 设 {Xn, : nN 之 0} 是 分 枝 链 . 若 Xo 三 No 是 一 正 整 数 ， fn(s) 是 Xn 
的 给 母 函 数 , jin = 及 (Xn),02 = var(Xn)(n > 0),f(s) 是 {Xn} 的 本 原 给 母 函 数 ， 
则 

(1) 户 (s) = As) ”0; 

(2) fut+1(s) = fn(f(s)),n > 0; 

(3) pn = nop™ (n > J 0 

100“H WA 一 J 
-| ) hb 
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其 中 o = 7(1) 二 11) 一 (f(D))?. 


证 通过 直接 计算 立即 可 得 (1),(2),(3). 下 面 证 明 (4). 事实 上 ， 


on, = var(Xn) = f%(1) + fa(1) — (fn (1)). 


而 由 (2) 有 
fn(s) = (fn-1(f(s)))" 
= fr_1(f(s)) (f(s)) + f°"(s)f_1(f(s)). 
所 以 若 令 
a 一 ?0o( — p+p), 
并 注意 : 


x=f(1), f"(1)=0 -p+p, 
则 由 (3) 及 (4.6),(4.7),(4.8) 得 
f7(1)= f+ (0 p+ pp) 1(1) 
= f(D +toap (n>2). 
反复 利用 (4.9) 递 推 可 得 


f7(1) = fr(1 )1 2(7 一 1) +a(u2"-3 Oe 


由 (4.10),(4.8) 可 得 


02 = var(Xn) 


= f(D) +h(D (f(D) 


(4.5) 


(4.6) 


(4.7) 


(4.8) 


(4.9) 


(4.10) 


= FDTD + op 3 + pt 1) + nop™ — (nop")? 


= po(no 一世 大 十 ap 十 a( +t + +p ) 


t+nop” 一 (nop 
=no(p" — p22") + ap ?tp + + ). 
当头 1 时 , 由 (4.11) 得 
ee Be = 
/大 一 
当 /=1 时 , 由 (4.11) 得 
2 


2 一 
On = Nono’. 


定理 4.1 得 证 . 


(4.11) 
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定义 4.2 设 {Xn:n 之 0} 是 一 个 分 枝 链 ,， 称 
p 些 ‘lim P(Xn =0) (4.12) 
为 {Xn} 的 绝 灭 概率 . 
由 于 {X= 0} C {Xn+1 = 0}), 所 以 
pm, POe. 0 =P (lim, 0 = 
=P ( im Xn = 0) | (4.13) 


定理 4.2 设 {Xn :n= 二 0,1,.…} 是 分 枝 链 , Xo 三 1,f(s) 是 其 本 原 母 函数 ， 
/= f(1),p 是 其 绝 灭 概率 , f(s) = 2 pms™ 则 
(1) p = f(p); 
(2) 当 <1 且 pi<1 时 ,有 p=1; 
(3) 当 oo0>j4>1 时 , p 是 方程 式 
《f(s)=s,0<s<1 (4.14) 
的 唯一 解 . 


证 首先 注意 : 若 令 所 (s) 是 XX 的 母 函 数 , 由 于 Xo 三 1 所 以 fi(s) = f(s). 
(1) 由 fr+1(s) = fn(f(s)) = f(fn(s)) 及 p 之 定义 即 得 


= im P(Xn = 0)= im fn(0) 
= lim f(fn1(0)) = f (lim fn-1(0)) 
= f(p). 


(2) (A) 先 设 jy. < 1,po 十 pi < 1, 则 
0) = De 
在 [0,1) 上 是 严格 上 升 函数 . 但 是 p= f"(1) = limm f(s), 所 以 
p>f'(s) (vse [0,1)). (4.15) 
假设 p < 1, 则 存在 ce (p,1) ,使 
f'(O = f(1)—f(p) _ 1-p 


= 二 一 - = 1. 4.16 
下 下 (4.16) 
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由 (4.15),(4.16) 得 知 
4>f(0)=1. 
这 与 py < 1 矛盾, 所 以 p=1. 
(B) 再 设 jy < 1,pi < 1,po 十 pi = 1, 则 f(0) = po， 
f1(0) = f(f(0)) = f(po) = po + pop1,*** ， 
fn+1(0) = f(fn(0)) = po + pop1 + :+ pop? 


1 一 DPT1I 
= po "(En) (n > 0). 


所 以 p = ,lim nfn(0) = de 


Ce 风 感 和 po 十 pi 1. 所 以 f(s) 在 [0,1) 内 严格 上 升 . 如 
果 我 们 能 证 : 存在 b < 1, 使 





f(s)<s (Vse (b,1)), (4.17) 
则 
f (fn(s)) <s, VsEe (b, 1). 
令 s 45b 得 
已 之 f(fn(b)) 二 fn+1(b). 
所 以 


p= lim fn(0) < lim supfn(b) <b<1. 


而 (1) 中 已 证 p = f(p), 故 p 是 方程 式 (4.14) 的 一 个 解 . 
再 证 方程 式 (4.14) 的 解 惟一 . 若 t1,to 是 方程 式 (4.14) 的 任意 两 个 解 . 不 妨 
令 0 世 三 < 轧 <) 则 必 存 在 ae (ti1,t2),u2 € (t2,1), 使 得 


fa) 一 at) 


1 (Gu 二 t2 一 二 to—ti 
, f(D)— ft2) 1-to _ 
0 
所 以 
f'(u1) = f'(u2). (4.18) 


而 今 wi < wuz, f(s) 在 [0,1) 内 严格 上 升 , w; € [0,1), 所 以 (4.18) 不 可 能 成 立 . 这 
就 证 明了 方程 式 (4.14) 的 解 是 惟一 的 . 
最 后 我 们 补充 证 明 (4.17). 因为 


limf’(s)=4>1, 
stl 
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所 以 存在 5 < 1 使 f'(b) > 1. 但 是 当 se (b,1) 时 , 必 有 c 使 1>c>s>6b, 且 
f(1) — f(s) 
1—s 


此 即 f(s) < s. 定理 证 毕 . 


注意 : 定理 4.2 的 结论 与 直观 意义 是 完全 吻合 的 . 因为 py = f'(1) = DD npn 


是 一 个 质点 在 下 一 时 刻 所 分 裂 成 的 质点 数 的 期 望 . 当 jy < 1 且 pi < 1 时 , 该 系 
统 的 质点 总 数 的 期 望 随时 间 的 推移 而 不 会 增加 , 且 一 质点 经 过 一 个 单位 时 间 后 
不 可 能 总 是 保持 一 个 . 在 这 种 情况 下 , 该 系统 的 质点 总 数 “迟早 ”是 会 趋 于 0 的 . 
当 > 工时 , 即 一 个 质点 经 过 一 个 单位 时 间 后 , 其 分 裂 出 的 质点 数 的 期 望 大 于 1， 
当然 该 系统 的 质点 总 数 不 会 以 概率 1 而 趋 于 0. 

定理 4.2 中 假定 了 初始 状态 Xo = 1, 对 于 一 般 的 Xo = no, 亦 有 类 似 的 定 
理 , 如 下 : 


定理 4.3 设 {Xn :n 之 0} 是 分 枝 链 ,Xo = no,f(s) 是 其 本 原 母 函数 , j= 
f'(1). 全 万 = lim P(Xn = 0) 是 其 绝 灭 概率 . 再 令 


f(s) = f(s), fati(s) = fn) = fn(f(s)(n 21) 
p = im 各 (0) (由 定理 42 有 p= f(p)) 


=f"(c) > f(6)>1, 


则 万 = pmo. 
(注意 fn(s) 不 是 X 的 母 函 数 , 而 p 可 根据 定理 4.2 算出 .) 
令 所 (s) 为 XX 的 母 函 数 , 则 
f1(s) = f(s)"™, 
fnt+1(s) = fn(f(s)) = fn_1(f (f(s))) 
=… = fi(fn(s)). 
所 以 
P= lim f,(0) = lim fi(fn-1(0)) 
= (lim fa-1(0)) = 万 (p) 
= f(p)™? = p™. 
定理 4.4 设 {Xn :n>0} 是 分 枝 链 , Xo 三 no, f(s) = 3 pns” 是 其 本 原 母 
函数 ,1 = (1) > 1,po+p1 <1,0°= "(1)+f(1)— (1 >0. 令 


Xn Xn 
Mn = E(Xn|Xn >0), n= EX)’ m= 3 
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则 

Gi(Z)， 当 j=1,f"(1) 关 0,f”(1) 有 限 ， 
G(xz), 当 人 >1c2> 0， 

其 中 G1(z) 是 强度 为 1 的 负 指 数 分 布 , G(T) 是 连续 型 分 布 函 数 其 特征 函数 p(t) 
满足 


(1) ‘lim a_ Pl < zm > 0) = 


1 -Pp() +p) = (1 p)p(pt) +p ci 
yp(0) = 多 
其 中 p 如 定理 4.3 中 所 定义 ; 

(2) lim bn = 6，[P] ( 当 / > 1)， (4.20) 


其 中 5 的 分 布 函数 日 (z) 在 0 有 跃 度 p， 人 
。 Xn nLX. sa 一 去 妇 
(3) lim P Gt 中 - 村 =/ 。 dt (ze 卫 ). (4.21) 


一 oo [ed VXn-1 
证 参见 [41] p.20~21. 我 们 这 里 的 ,pp, Xn 分 别 是 那里 的 a, 和 , én. 


这 条 定理 部 分 地 解决 了 分 枝 链 的 极限 分 布 的 问题 , 而 定理 .4.3 解决 了 分 枝 链 
的 绝 灭 问题 . 定理 4.1 解决 了 分 枝 链 的 爆炸 问题 , 因此 在 定理 4.1(3) 中 有 pm 竺 
E(Xn) = noy™ 一 oo ( 当 4 > 1 时 ). 

本 节 到 此 为 止 , 都 是 讨论 离散 时 间 的 分 枝 链 . 其 实在 实际 问 中 , 所 谓 “一 个 
单位 时 间 ”, 只 不 过 是 为 了 简化 问题 而 说 的 . 在 大 数 场合 , 时 间 必 须 考虑 是 连续 
的 . 因此 , 我 们 有 必要 引进 连续 时 的 分 枝 过 程 . 在 (4.4) 中 , 我 们 已 经 看 到 了 分 术 
链 作为 一 类 特殊 Markov 链 的 概率 特征 . 因此 , 我 们 就 把 (4.4) “连续 化 ”作为 分 
枝 过 程 的 定义 . 


定义 4.3 称 时 齐 的 可 数 状 态 的 Markov 过 程 多 = {X(t) :t € [0, 00)} 是 分 
枝 过 程 , 如 果 X 的 转移 矩阵 P(t) = (pij 人 ,27 之 0) 满足 : 


pi,;(t) = 2, Ins (t) (tz0,1i> 0,7>0), 
守 j= (4.22) 
po0,; = bo (6i; 之 定义 如 前 ). 
撤 开 概率 空间 及 随机 过 程 , 纯 分 析 地 说 , 任意 一 个 满足 (4.22) 的 ( 准 ) 转移 
矩阵 P(t) 都 称 为 分 枝 ( 准 ) 转移 矩阵 . 
命题 4.1 设 P(t) 是 任何 一 个 标准 的 分 枝 准 转移 矩阵 , P'(0) = @ = (gqij,i， 
了 > 0), 则 


0， 当 7<i-1 
qi,ij 三 9. : (4.23) 
291,7 一 it 十 1， 7 之 ?2 一 1, 


此 处 di = —qi,i 可 以 为 OO. 
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证 由 (4.22) 式 立 即 可 推出 (4.23) 成 立 . 


定义 4.4 设 Q = (ji7 > 0) 是 一 个 转移 强度 矩阵 (自然 要 求 qi = 
一 gis < 00,Vi > 0), 如 果 它 满足 (2.23), 则 称 @ 是 一 个 分 枝 转移 强度 矩阵 . 

由 命题 4.1 看 出 : 对 任何 分 枝 准 转移 矩阵 P(t) 来 说 , 只 要 pi ;(0) > 一 o0(Vi > 
0), 则 @  P'(0) 是 一 个 分 枝 转移 强度 矩阵 . 

定理 4.5 任 给 一 个 分 枝 转 移 强度 矩阵 @ = (gij,i,i > 0), 令 f(s) = 
2 qd1.757， 则 
j=0 

(1) 任何 一 个 分 枝 Q 过 程 P(t) = (pij(t),i,j 之 0) 的 母 函 数 F(t,z) = 
2 p13(t)o (| < 1) 必 满 足 
二 


OPbzZ) _ 
| Be Ne) (4.24) 
F(0,7)=7 


(从 而 最 多 只 有 一 个 分 枝 Q 过 程 ); 
(2) (4.24) 的 解 Flt,z) 是 分 枝 Q 过 程 P(t) 的 母 函 数 的 充分 必要 条 件 是 


(Br 3)) >0, F(t,1) <1 (t>0,k=0,1,2,...); (4.25) 


(3) 对 任 一 分 枝 转移 强度 和 托 阵 Q, 存在 唯一 一 个 分 枝 Q 过 程 , 它 就 是 最 小 @ 
过 程 . 

证 明 参 见 [38] 第 二 编 定理 6.3. 

作为 这 一 节 的 结束 , 我 们 再 介绍 一 个 连续 时 间 的 分 村 过 程 X = {X(t) :te 
[0, oo)} 的 极限 定理 , 它 类 似 于 定理 2.2 中 离散 时 间 的 分 枝 链 的 情形 ， 只 不 过 当 
时 的 条 件 是 加 在 分 枝 链 {X。: n = 0,1,2,…} 的 本 原 母 函数 f(s) = 到 pms™ 
上 , 而 今 对 连续 时 的 分 枝 过 程 X = {X(t) :t € [0, 00)}, 条 件 是 加 在 分 棱 转 移 强 
度 和 矩阵 Q 上 而 已 . 

定理 4.6 设 Q= (gij,i,j 之 0) 是 一 个 分 枝 转 移 强度 矩阵 , f(s) = > q1,;57 

j=0 

为 其 母 函 数 , P(t) 是 一 个 分 枝 @ 过 程 . 

(1) 车 f(s) = 0(v|s| < 1), 则 P(t) 三 工 是 单位 矩阵 , 更 有 Jim P(t) = 
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(2) 若 f(s) 寺 0(|s| < 1), 从 而 qi,1 < 0, 则 


其 中 p 是 f(z) =0 的 最 人 靠近 0 的 那 一 个 非 负 根 ,而且 f'(1)>0 时 p<1. 特别 
地 , 当 f(1) =0 时 , 即 @ 保守 , 则 p = 1 的 充分 必要 条 件 是 


dE 
f(1) 守 >》 jg <0. 


了 一 1 


证 明 请 参见 [38] 第 二 编 定 理 6.4. 
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本 节 主 要 讲 Markov 过 程 在 排队 论 中 的 应 用 及 生 灭 过 程 的 背景 . 生火 过 程 
的 一 些 证 明 很 长 的 定理 , 略 去 了 证 明 , 但 标明 出 处 . 

在 这 一 节 中 , 我 们 主要 讲述 并 研究 随机 服务 系统 中 的 一 些 基本 概念 及 其 有 
关 问 题 , 以 此 作为 背景 , 再 引进 一 类 应 用 面 很 广 的 随机 过 程 一 一 生 灭 过 程 . 当 
然 , 在 随机 服务 系统 中 , 应 用 到 的 随机 过 程 理 论 , 不 仅 是 生 灭 过 程 、 更 新 过 程 , 一 
般 Markov 过 程 也 常用 到 . 另 一 方面 , 生 灭 过 程 的 应 用 , 也 不 只 是 用 在 随机 服务 
系统 中 . 随机 服务 系统 中 的 理论 问题 , 最 早 是 从 “排队 论 ” 中 提出 来 的 . 经 过 后 
来 的 发 展 , 远 远 超越 了 “排队 论 ” 的 范畴 . 但 是 为 了 尊重 历史 , 也 是 为 了 语言 通 
俗 , 我 们 在 这 一 节 中 经 常用 “排队 论 ” 来 代表 随机 服务 系统 中 的 理论 问题 . 一 些 
名 词 、 术 语 也 借用 排队 论 中 的 名 词 与 术语 , 其 实 它们 都 可 以 抽象 为 更 广泛 的 问 
题 . 

排队 论 主 要 研究 各 类 排队 现象 以 便 合理 解决 “顾客 ”与 “服务 机 构 ” 的 供求 
邓 盾 , 这 里 顾客 与 服务 机 构 都 是 抽象 的 , 视 具 体 问题 的 不 同 而 有 不 同 的 含义 . 例 
如 人们 到 售票 站 去 购 票 ,“ 人 ”就 是 顾客 ,“ 售 票 窗口 ”就 是 服务 机 构 ; 再 如 飞机 
要 求 在 机 场 降落 ,“ 飞 机 ”就 是 顾客 , 而 “跑道 ”就 是 服务 机 构 ; 又 如 人 们 打 电 话 ， 
“电话 呼叫 ”就 是 顾客 , 而 “电话 交换 台 ” 就 是 服务 机 构 . 尽管 顾客 、 服 务 机 构 、 
排队 现象 形形色色 , 但 从 理论 上 来 概括 , 要 构成 一 个 完整 的 “服务 系统 ”, 都 必须 
具备 下 列 三 个 组 成 部 分 : 

(1) 输入 过 程 . 是 指 来 到 服务 机 构 请 求 为 之 服务 的 顾客 到 来 的 规律 . 

(2) 服务 规则 . 是 指 各 种 类 型 的 “顾客 ”来 到 服务 机 构 时 , 按 什么 原则 什么 
次 序 接受 服务 . 
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(3) 服务 机 构 . 是 指 服务 机 构 内 部 的 设备 、 能力、 服务 速度 等 等 . 

下 面 我 们 逐个 来 简单 介绍 一 下 这 三 个 组 成 部 分 . 

(1) 输入 过 程 

一 般 而 言 , 有 下 列 几 种 输入 . 令 Xi 是 [0 内 来 到 服务 机 构 请 求 服务 的 顾 
客 数 , mm 是 第 n 个 顾客 到 来 的 时 刻 , 74 = Ti)… ,m= Tx(n > 1). 


k=1 


(a) 定 长 输入 . 即 是 存在 一 个 常数 a, 使 P(T = a) = 1(n > 1), 即 相 邻 到 来 
的 两 个 顾客 的 间隔 恒 为 a, 亦 即 


0， 当 t < oa, 


1 tea. 2 


A(t) = P(T, <1) = | 
(b) Poisson 输入 . 即 是 {Xi :te [0, 00)} 是 一 个 Poisson 过 程 (强度 为 入). 
可 以 证 明 (参见 定理 5.1): {Xt} 是 强度 为 和 的 Poisson 过 程 的 充分 必要 条 件 是 : 
{Xt < n} = {7 之 机, 其 中 ,= 之 TT%, {Tn} 是 一 串 相 互 独立 且 具 有 共同 的 负 
=1 
指数 分 布 : 
当 上 > 0， 
当 < 0. 
(c) Erlang 输入 . 即 是 {T : n = 0,1,…} 是 一 串 相互 独立 、 具 有 公共 分 布 
函数 的 随机 变量 , 其 密度 两 数 为 


1] 一 一 入 上 
P(T, <1) = | (5.2) 


0， 当 上 < 0， 
alt) = 和 Te 0 (5.3) 
(入 > 0,k 是 一 个 正 整 数 ), 亦 即 T, 服从 参数 为 (k, A) 的 工分 布 . 

注意 : 当 上 = 1, Erlang 输入 即 为 Poisson 输入 . 

(d) 一 般 输入 . 即 是 {ZT, : n = 0,1,2,…} 是 一 串 相 互 独立 、 相 同 分 布 的 随 
机 变量 . 

(a),(b),(c) 都 是 (d) 的 特例 . 

(2) 服务 规则 

一 般 而 言 , 有 三 大 类 . 

(a) 损失 制 . 即 是 顾客 到 达 时 , 如 果 服 务 机 构 内 的 所 有 服务 设施 都 被 占 , 该 
顾客 就 自动 离 去 , 不 再 排队 等 候 . 例如 我 国 通 用 的 电话 系统 就 是 采取 损失 制 的 
服务 规则 . 一 次 电话 呼叫 (来 到 一 个 顾客 ), 当 所 有 的 电话 线 被 占用 时 , 只 此 呼叫 
就 消失 . 

(b) 等 待 制 . 顾客 到 达 时 , 若 服务 机 构 内 的 所 有 服务 设施 都 被 占 ,， 此 顾客 就 
加 入 等 待 服务 的 排队 行列 . 这 种 服务 规则 中 , 如 果 细 分 , 还 有 先 到 先 服务 、 优 先 
人 权 服 务 、 随 机 服务 等 等 方式 . 
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(c) 混合 制 . 即 兼 有 消失 制 与 等 待 制 两 种 含义 . 例如 规定 : 等 待 服务 的 顾客 
不 超过 N (确定 的 一 个 正 整数 ) 时 , 新 来 的 顾客 就 加 入 排队 行列 , 若 队长 超过 N， 
新 来 的 顾客 就 离 去 ， 再 如 : 顾客 在 队伍 中 等 待 的 时 间 不 超过 T, 若 超过 T 就 离 
2 

(3) 服务 机 构 . 主要 是 指 服务 设施 的 数目 (例如 机 场 有 N 条 跑道 , 电话 交换 
台 有 M 条 线路 , 某 火 车 站 有 个 售票 窗口 , 等 等 ) 及 每 一 个 服务 设施 的 服务 速 
度 . 关于 每 一 个 服务 设施 的 服务 速度 , 大 致 上 又 有 下 列 几 种 ( 令 V 是 每 个 顾客 的 
服务 时 间 ): 

(a) 定 长 分 布 . 即 是 P(V = 6) = 1 亦 即 


0， 当 tg pb, 


p= PV < ee 


(5.4) 


(b) 负 指 数 分 布 . 即 各 顾客 的 服务 时 间 相互 独立 且 具 有 相同 的 负 指 数 分 布 : 


B(t)=P(V &t)= 二 2 ; > : (5.5) 
其 中 j 是 一 正 数 . 平均 服务 时 间 为 
E(V)= ZHe Adr = ， (5.6) 


(c) Erlang 分 布 . 即 各 顾客 的 服务 时 间 相 互 独立 、 具 有 相同 的 Erlang 分 布 ， 


其 密度 函数 为 本 
kp(kpt) pt 
0 i ""， 当 t>0， 
0， 当 t<<0, 


(5.7) 


其 中 jy > 0, 为 正 整 数 . 

(d) 一 般 分 布 . 即 各 顾客 的 服务 时 间 相 互 独立 、 具 有 相同 的 分 布 函数 . 

在 服务 系统 中 , 几 种 重要 的 数量 指标 为 : 

(1) 等 待 时 间 . 即 从 顾客 到 达 服 务 机 构 至 他 开始 被 服务 这 段 时 间 . 从 顾客 的 
立场 出 发 , 当然 等 待 时 间 愈 短 傅 好 . 但 是 等 待 时 间 愈 短 , 势必 要 求 服务 机 构 的 服 
务 设施 多 、 速 度 快 . 如 何 调整 这 一 矛盾 , 以 使 顾客 与 服务 机 构 双 方 都 满意 , 这 正 
是 排队 论 要 解决 的 矛盾 之 一 . 

(2) 队长 . 即 是 在 等 待 服务 的 顾客 数 . 这 也 是 顾客 与 服务 机 构 双 方 都 关心 的 
问题 . 就 服务 机 构 而 言 , 正确 估计 出 队长 , 对 设计 等 待 空间 (如 候 机 室 、 停 车 场 、 
仓库 、 码 头等 等 ) 的 大 小 、 服 务 效率 的 快慢 , 都 有 很 大 关系 . 等 竺 空间 设计 过 大 ， 
则 造成 设施 闲置 浪费 , 等 竺 空间 过 小 , 则 容纳 不 了 等 待 服务 的 顾客 . 服务 效率 太 
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低 , 服务 系统 前 经 常 出 现 长 队 , 则 引起 顾客 厌烦 而 离 去 , 或 下 次 不 再 来 . 服务 效 
率 太 高 , 势必 增加 服务 设施 . (当然 , 加 强 科学 管理 , 在 不 增加 设施 的 情况 下 , 也 
可 以 提高 服务 效率 , 但 我 们 在 这 里 假设 科学 管理 已 达到 较 理想 的 程度 , 而 从 数学 
的 角度 去 研究 服务 设施 的 数量 与 服务 效率 高 低 的 关系 .) 就 顾客 而 言 ,当然 希望 
队伍 不 太 长 为 好 , 这 样 等 候 服务 的 时 间 会 少 -一 些 ， 

(3) 忙 期 . 即 服务 机 构 连 续 繁忙 的 时 间 . 这 直接 关系 到 服务 机 构 中 的 服务 人 
员 , 服务 设施 的 工作 强度 . 也 涉及 顾客 的 利益 , 例如 呼叫 一 次 电话 , 总 希望 不 至 
发 生 所 有 可 使 用 的 线路 处 于 忙 期. 因为 所 有 可 使 用 的 线路 都 处 于 忙 期 , 电话 就 打 
不 通 了 . 

下 面 我 们 首先 研究 输入 过 程 


定理 5.1 输入 过 程 {Xi :teE[0,co)} 是 强度 为 和 的 Poisson 过 程 的 充分 必 
要 条 件 是 : Vn > 1,t € [0,00) 有 : {Xi <n} = {Tx 之 直 , 其 中 = TT, {Tn,n > 
k=1 
1} 是 相互 独立 服从 共同 分 布 的 随机 变量 序列 , 且 其 公共 分 布 为 以 入 为 参数 的 负 
间 数 分 布 : 


当 t> 0， 


5.8 
当 t < 0. b% 


] 一 入 t 
Pass9- 人 1 eE“， 


证 必要 性 . 设 {Xi :te [0,co)} 是 一 个 强度 为 和 的 Poisson 输入 过 程 , mm 
是 第 ”个 顾客 到 达 的 时 刻 , Th = 一 ti(n >1m 0),{X: =m ={r < 
t & mti}, {Xe > n} = {7 <t}(t ee [0,0%0),n = 0,1,2,.…). 记 X: = X(t). 推 证 
TT,T2,… ,Tk 相互 独立 , 且 每 个 T; 具有 形 如 (5.8) 的 负 指 数 分 布 . 为 使 符号 简单 
起 见 , 只 证 大 = 2 的 场合 . 

任 取 妇 > 0,ts > 0, 把 [0,ti)n 等 分 , 令 








则 4 与 B。 互 为 补 集 , 且 


Asf {X(t1) 2 1} c 门 人 z (至 ) =0,X (天 2 ) - 上 


nN 
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5 {x (ELD) -让 < 人 < GD) a 

DE he (em ge) 

ee 
-er (0) x) 


x (a+ te) x (te) >] Ga 


故 由 {X(t) :te [0,00)} 是 强度 为 和 的 Poisson 过 程 可 得 


< L+H ,Tn < 


Ci CC 


P(T < t1,T» < t2) 
= P(X(ti) 之 1,7» < t2) 
< P(An, X(t1) > 1,T <t2)+ P(B,) 


(的 -ex 人 ee-x 人 的 )-， 
(人 (> 


加 -三 Mbam。 二 es/n. (1 — e-*t2) + P(B,) 


= a —e *1)(1— 人 +oll) (mn 一 oo). (5.10) 
在 (5.10) 中 令 n 一 oo 得 


PT <ti,T <to) < (1 -en)(1— ee). (5.11) 


下 面 证 明 (5.11) 的 反 向 不 等 式 . 仿 (5.10) 有 
2 (1 一 e-^(#2- 人 4)). 


n—l1 l 
P(Ti <t1,T <t2) > De 
j=0 


在 上 式 中 令 n 一 oo 得 


P(TI <t,T <t2) < (1—-e 1)(1— e *). (5.12) 
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由 (5.11), (5.12) 得 


PT <t,Ty <t2)=(1—e "tH)(l er) (ti > 0,t2 >0). (5.13) 

在 (5.13) 中 令 t。1 oo 得 
P(TI <t)=(1-e*) (t1 >0). (5.14) 

在 (5.13) 中 令 妇 1 得 
P(T» <t2)=(1-e "2) (to >0). (5.15) 


由 (5.13), (5.14), (5.15) 得 
P(T <ti,1 < t2) = P(T < t1)P(Ts < t2) 
=(1—e i)(1—e *) (tf >0,t2 >0). (5.16) 
而 当 妇 ,to 中 有 一 个 为 0 时 , (5.16) 显然 成 立 . 而 当 t < 0 时 , 总 有 P(T <t)=0. 
总 之 , T 与 T2 相互 独立 , 且 到 服从 强度 为 和 的 负 指 数 分 布 . 必要 性 得 证 . 
充分 性 . 设 {T, :n> 1} 独立 同 分 布 且 其 公共 分 布 强度 为 和 的 负 指 数 分 布 . 
则 z= 六 服从 参数 为 (n, 和 ) 的 工 分布 , 即 5 的 密度 函数 为 


XX 
0 | e-Xt， 当 上 > 0， 





(nC— 1)! 
0， 当 t<0. 
推 证 {X :te [0, oo0)} 是 一 个 强度 为 和 的 Poisson 过 程 . 为 此 , 只 需 证 明 : 对 
任何 正 整数 , 任何 非 负 实 数 0= to < 五 <…< 刀 及 任何 非 负 整 数 和 … ,ii, 总 
有 下 列 等 式 : 
z( 站 ceeo- X(tp_1 ) -二 - [Te (5.18) 


ir! 
k=1 k 


因为 由 (5.18) 及 {X(t) :te [0, 00)} 贡 走 史 可 克基 二 十 训 区 到 放 和 的 Poisson 
过 程 . 至 于 (5.18) 的 证 明 可 以 对 n 作 归 纳 法 并 区 分 加 …… ,in 的 各 种 取 值 情况 
来 证 明 . 

定义 5.1 设 针 = {Xi:tE [0,00)} 是 一 个 以 马 = {0,1,2,…} 为 状态 空间 
以 P(t) = (pi,jy(t),i,j € 加) 为 转移 矩阵 的 时 齐 的 Markov 过 程 . Q = (qi,j,i,j € 
万) = P'(0) 是 其 转移 强度 矩阵 , 如果 


(5.17) 


一 和 0 入 0 0 
一 (Al 十 入 : 
a AI (Ai 十 p41) 1 (5.19) 
0 jz -M+h2) MN … 
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其 中 M0 > 0; 和 ,Ao > 0Hmpo >0( 即 9o= 一 Xo,qol=Xogqojy 二 0( 当 
j 之 2). 而 当 i 之 1 时 , gii = 一 (N+ Ji), giitl = Migii-l = Hi, gi,i 二 0 ( 当 
i 一 有 下 > 1)), 则 称 X 是 一 个 生 灭 过 程 . 


撤 开 概率 背景 , 纯 分 析 地 说 , 任意 一 个 形 如 (5.19) 的 矩阵 都 称 为 一 个 生 灭 转 
移 强度 矩阵 . 显然 , 它 是 保守 的 . 
下 面 我 们 结合 随机 服务 系统 来 看 一 个 生 灭 过 程 的 例子 . 


例 5.1 设 有 一 轮船 码头 , 在 [0,t) 时 间 区 间 内 来 到 码头 要 求 装卸 货物 的 轮 
船 数 为 XX,, {Xt : t € [0, 00)} 构成 一 个 以 和 为 强度 的 Poisson 过 程 , 再 设 每 条 轮 
船 装 印 货物 的 时 间 人 服从 参数 为 j 的 负 指 数 分 布 , 而 且 各 条 轮船 装卸 货物 的 时 
间 相 互 独立 , 且 与 到 来 的 轮船 亦 相互 独立 . 令 mm 是 时 刻 t 码头 内 之 轮船 数 ， 则 
{m :t 之 0} 是 一 个 生 灭 过 程 , 其 转移 密度 矩阵 P'(0) 是 一 个 形 如 (5.19) 的 生 灭 
转移 强度 矩阵 . 

证 令 4Ak(t) = {在 [0,t) 内 共有 大 条 轮船 离开 码头 }, Bk(t) = {Xt = k&} = 
{在 [0,t) 内 共有 条 轮船 到 达 码 头 } ( = 0,1,2,…). 歼 是 第 ;条 轮船 装卸 货物 
所 需 的 时 间 (i = 1,2,…). 由 于 了 服从 负 指 数 分 布 , 所 以 对 任 一 条 轮船 , 者 已 知 
“ 它 在 时 刻 妈 到 达 码 头 , 而 且 时 刻 to 尚未 离开 码头 (to > 妇 )”, 而 且 在 时 刻 妃 二 t 
仍 未 离开 码头 的 概率 

P(T>t2—ti+t) 


P(T>ts -ti+tT >ts -ti)= PT Sh) 


不 依赖 于 和 to. 因此 , 时 刻 0 在 码头 的 任何 一 条 轮船 (这 里 把 观察 时 刻 当 作 
时 刻 起 点 0), 在 时 刻 t 尚未 离开 码头 的 概率 为 


P(T'S1) 6 


=e = PT>Ht 


所 以 用 独立 性 假设 可 知 
P(Aolt)Bolt)|m =i) =e Ne 人 (5.20) 
显然 , 由 了 服从 负 指 数 分 布 知 
lim P (Ue 本 9 -0 (vi>1). (5.21) 
而 
P(m = 引 门 (0 OR ) 
pi) PS 人 
= >》_P(B.(t)Ar(t)lnm =), (5.22) 


k=0 
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但 是 , 由 (5.20) 知 


P(Bo(t)Aolt)|nmo = i) — 


1 . 
i t = 


车 令 ve(t) = P(Xt = 月, 则 


2, P(BE(t) AR(t) lm = 


0 < k=1 


> vk(t) 


< PEO A (Dm = ,fi 


t t 


计 1 
下 (x 一 |， U{z, < t}lm = 中 
一 一 一 一 个 十 0(1) 


7 二 1 


t 


= Ae-*tP (Ue < 中 十 o(1), 


7 二 1 


由 (5.21)~(5.24) 得 


im, SE =-_(A+iy) (ieB). 
仿 (5.22) 有 
piit1(t) = 》 P(Br(t)Ar-i(t)|m =i) (ieE). 
k=1 
仿 (5.25) 之 证 明 方法 有 


lim Put (ie BE). 
t 一 0 十 t 


pii-1(t) = > P(Bk-1(t)Ar(t)|n =). 
k=1 


仿 (5.25) 之 证 明 方法 , 由 (5.28) 有 


im, 1 =iy (i=1,2,...). 
而 对 任何 |i 一 站 > 1, 仿 (5.25) 之 证 明 方 法 有 


.pi,;(t) 加 ee 
,多 一 =0 (vli—j|> 1). 


(5.23) 


(5.24) 


(5.25) 


(5.26) 


(5.27) 


(5.28) 


(5.29) 


(5.30) 
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由 (5.25), (5.27), (5.29), (5.30) 得 


P’(0)=Q 
二 入 0 0 
A 一 (入 十 髓 入 0 
本 入 


显然 , {nt :te [0, 00)} 是 以 P(t) 为 转移 和 矩阵、 以 Q 为 转移 强度 矩阵 、 以 忆 为 
状态 空间 的 时 齐 的 Markov 过 程 . 

定义 5.2 若 Q 是 形 如 (5.19) 的 生 灭 转移 强度 矩阵 , 当 ji; 三 0(Vi > 1) 时 ， 
则 称 CQ 是 纯 生 的 ; 当 Xi = 0(Vi > 0) 时 , 则 称 Q 是 纯 灭 的 . 如 果 Markov 过 程 的 
转移 强度 矩阵 是 纯 生 ( 纯 灭 ) 转移 强度 矩阵 时 , 则 称 此 Markov 过 程 是 纯 生 ( 纯 
灭 ) 过 程 . 

定理 5.2 设 Q 是 一 个 形 如 (5.19) 的 生 灭 转移 强度 敌阵 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

(1) P(t) 是 标准 的 转移 矩阵 (此 处 P(t) 是 本 章 定理 2.4 中 所 定义 的 最 小 的 
Q 过 程 ), 从 而 Q 过 程 是 唯一 的 ; 

(CD)《(T-Q@)y=0y> 0supy < co》 只 有 零 解 (和 为 任 一 大 于 0 的 实数 ) 


3 HUAHIUK+2 二 
(3) > ER (5.31) 

证 明 参 见 [38] 第 二 编 定 理 5.1. 

这 个 定理 说 明 : 对 生 灭 过 程 来 说 , 只 要 其 转移 强度 矩阵 8 满足 (5.31), 其 Q 
过 程 是 唯一 的 , 所 以 此 生 灭 过 程 的 概率 规律 性 完全 由 Q 所 决定 . 

推论 5.1 若 Q= (gij,i,ij 之 0) 是 一 个 纯 生 转 强 阵 , 即 gii = 一 Ni giitl 一 
和 Ai,gij 二 0 ( 当 j 关 7 关 i 十 1), 和 o 之 0, 和 ;> 0(i>> 1), 则 下 列 陈述 等 价 : 

(1) 最 小 @ 过 程 P(t) 是 标准 的 转移 矩阵 ; 

(2) 《MI — Q)y = 0,y > 0, sup yi < oo》 只 有 零 解 (其 中 入 为 任 一 正 实数 ); 


(3) = co. (5.32) 


人 
< 和 


推论 5.2 设 和 ={ 和 :tel0oo)} 是 满足 推论 5.1 中 条 件 (5.32) 的 纯 生 
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过 程 , P(t) = (pi,j(t),i,j 之 0) 是 其 转移 和 矩阵 , 则 


0， 当 了 < 1 
pi 的 =15 人 
ef ENisA;_1pi,;_1(s)ds, 当 7>1. 
0 
推论 5.3 设 X 是 推论 5.2 中 的 纯 生 过 程 . 若 息 三 入 >0(Vi>0) 则 针 必 
为 强度 为 入 的 Poisson 过 程 , 反之 亦 真 . 
定理 5.3 设 久 = {Xt :t € [0,00)} 是 一 个 生 灭 过 程 ， 其 转移 强度 矩阵 
Q = (qijyiyj 之 0) 由 (5.19) 所 给 出 . P(t) = (BD; j(t),i,j 之 0) 是 本 章 定 理 2.4 中 
所 定义 的 最 小 @ 过 程 , P(t) = (pij(t),i,j 之 0) 是 蔷 的 转移 矩阵 , (P(t) 和 P(t) 
并 未 给 出 , 而 Q 却 是 已 知 的 ) 令 
Ti = im pis(t) (6,7 > 0), 
Ti,s = im Bi,;(t) (i,7 > 0). 
( 甲 ) 设 和 o>0, 令 
_ MA Mn-l 
HiH2*** hn 


po=1, pn (n > 1). 


(1) 车 5 pn = oo, 则 元 i,; = 0(Vi,j 之 0). 
n=0 











( 乙 ) 设 和 =0, 邻 
= Hk |... 
i : 
1 Cp hp 
W =1l, =- (>) 
YE 1 k 
(1) 若 7 = co, 则 
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(2) 车 7 < co, 则 


iio=Yy), Aijy=0 (i20,7>1). 


特别 地 , 若 (5.31) 成 立 , 则 Q 过 程 是 唯一 的 , 从 而 P(t) = P(t), 所 以 
Ti,j = im Pi 人 = im Bi,;(t) = (i,7>0). 
于 是 mij 亦 由 定理 5.3 中 诸 款 而 计算 出 来 了 . 


证 明 参 见 [38] 第 二 编 定 理 5.7 与 定理 5.8. 
定理 5.3 告诉 我 们 : 只 要 知道 生 灭 过 程 的 转移 强度 矩阵 8 (不 必 知 道中 间 对 
象 P(t) = (pi,j(t),i,7 > 0)), 就 可 以 直接 算出 


这 在 实际 问题 中 是 非常 有 用 的 . 

我 们 这 里 只 把 生 灭 过 程 作为 随机 服务 系统 的 理论 基础 之 一 而 简单 地 予以 介 
绍 , 其 实生 灭 过 程 的 内 容 非常 丰富 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 专著 [107] 或 [38]. 

现在 我 们 来 综合 研究 服务 系统 . 如 前 所 述 , 一 个 完整 的 服务 系统 包括 三 个 组 
成 部 分 : 

(1) 输入 过 程 ; (2) 服务 规则 ; (3) 服务 机 构 . 

对 输入 过 程 , 我 们 用 M, D, Ek, GI 分 别 表示 Poisson 输入 、 定 长 输入 、 人 参数 
为 (k, 入 ) 的 Erlang 输入 ( 即 参数 为 (k, 入) 的 工 输入) 和 一 般 输 入 . 对 “服务 规 
则 ”, 都 是 等 待 制 或 损失 制 , 且 先 到 先 服务 , 对 于 服务 机 构 , 主要 有 两 个 指标 , 一 
是 服务 设施 的 数量 , 二 是 每 台 服 务 设施 的 服务 速度 . 服务 设施 的 数量 用 n (有 限 
个 ) 或 oo (无 穷 多 个 ) 表示 . 服务 速度 用 G 表示 各 顾客 的 服务 时 间 是 一 串 相互 
独立 具有 公共 分 布 的 随机 变量 , 用 M 表示 各 顾客 的 服务 时 间 是 一 串 相 互 独立 
的 具有 公共 的 负 指 数 分 布 的 随机 变量 , D 表示 各 顾客 的 服务 时 间 为 定 长 , Ex 表 
示 各 顾客 的 服务 时 间 是 一 串 相 互 独立 的 具有 以 (k, 入) 为 参数 的 Erlang (或 称 T) 
分 布 的 随机 变量 . 而 且 我 们 总 设 各 顾客 的 服务 时 间 与 输入 过 程 相互 独立 . 这 样 
一 来 , 对 于 一 个 服务 系统 , 只 要 用 4 个 指标 就 可 以 刻画 了 , 例如 M/M/n (等 待 ) 
表示 服务 系统 的 组 成 如 下 : 输入 是 Poisson 输入 , 服务 规则 是 等 待 制 且 先 到 先 服 
务 , 服务 设施 数目 是 n, 每 台 设施 的 服务 速度 ( 即 每 个 顾客 所 需 的 服务 时 间 ) 服 
从 负 指 数 分 布 . 再 如 GI/M/n (损失 ) 表示 一 般 输入 , 服务 规则 是 先 到 先 服务 从 
而 是 损失 制 , 服务 设施 数 为 n. 每 台 设施 的 服务 速度 服从 负 指 数 分 布 . 

(一 ) M/M/n (等 待 ) 系统 

在 这 一 段 中 , 恒 设 
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(1) 输入 过 程 是 以 和 为 强度 的 Poisson 过 程 ; 

(2) 服务 规则 是 等 待 制 先 到 先 服务 , 即 是 顾客 到 达 时 , 若 有 服务 设施 空闲 , 则 
该 顾客 立即 被 接受 服务 ; 若 所 有 的 (n 台 ) 服务 设施 均 被 占用 , 则 该 顾客 加 入 等 
待 队 伍 , 依次 等 待 接受 服务 ; 

(3) 服务 机 构 中 服务 设施 的 数目 为 n, 每 个 顾客 的 服务 时 间 服 从 参数 为 j 的 


负 指 数 分 布 , 从 而 每 个 顾客 的 平均 服务 时 间 为 2 


(4) 各 顾客 的 服务 时 间 是 相互 独立 的 , 且 与 输入 过 程 也 是 相互 独立 的 . 

令 m 表示 时 刻 t 在 该 服务 机 构 中 正在 服务 的 顾客 数 与 等 待 服务 的 顾客 数 
的 总 和 . 则 仿 例 3.1 可 证 : { : t € [0, oo0)} 是 一 个 生 灭 过 程 , 其 密度 矩阵 Q = 
(qi,j,i;j 之 0) 有 如 下 形式 : 


—Ao 和 0 0 0 
HM 一 (Ai 十 HA) 和 1 0 
Q=| 0 


/2 -M+p). | 


其 中 入 三 NI = 0,1,2……， 


》 当 一 12 
=- 忆 (5.33) 


nu， 当 j=n+1,n++2,.…. 


令 P(t) = (pi,j(t),i,j 之 0) 是 {mm :te€ [0,o0)} 的 转移 矩阵 , P(t) = (5;j(t),i,j 之 
0) 由 本 章 定理 2.4 所 定义 . 


定理 5.4 对 于 M/M/n (等 待 ) 系统 而 言 , 若 记 <1 则 {mtelooo) 的 
转移 给 阵 P(t) = P(t), 且 


pj 





lim pis(t) = 5 (i > 0,7 > 0), (5.34) 
2 pr 
k=0 
其 中 
AoA1 Ak-1 
A 5.35 
po Pk pp ( ) (5.35) 


Aj, Hi 如 (5.33) 所 定义 . 


. 266 . * 第 七 章 可 数 状 态 的 Markov 过 程 
% 入 》 
证 由 于 一 <1, 所 以 
np 
Sy > Hk+1Hk+2 :Hm 
Re Am 
这 HK 二 IHKEA+2 人 
> 全 < 
>， 入 k 和 AKTIAKEA2 …… 和 Am 
1 > m ny 二 
= NN) =o 
?0 一 你 十 1 k=n+l1 


因此 由 定理 5.2 知 P(t) = P(t). 又 因为 


k=0 k=n+1 

H1M2: ee 

2 i 全 全 A 1 

HI1H2 :Hk 
eg ed Ak 
1 So HK n nH k—n 
i wi 1 > 
2 
大 一 你 十 工 


所 以 , 由 定理 5.3 ( 甲 ) 得 知 


__Pi 
Lm p(t) = 











oy 





k=0 

定理 5.4 证 毕 . 

现在 我 们 来 分 析 一 下 定理 5.4. 

(1) 条 件 二 < 1 的 意义 . 我 们 知道 入 是 输入 过 程 一 一 Poisson 过 程 的 强度 ， 
它 的 直观 意义 是 “单位 时 间 内 来 到 的 顾客 的 平均 数 ”, 而 /是 服务 时 间 所 遵从 的 
负 指 数 分 布 的 参数 , 它 的 直观 意义 是 : 二 是 每 个 顾客 的 “平均 服务 时 间 ”, 从 而 
是 一 台 服 务 设施 “单位 时 间 内 服务 完 的 顾客 的 平均 数 ”, 而 今 服务 机 构 内 有 n 台 
服务 设施 , ^ 是 “单位 时 间 内 来 到 此 服务 机 构 的 全 体 顾客 所 需 之 总 服务 时 间 的 
平均 数 ”, 而 今 服务 机 构 内 共有 n 台 服 务 设 施 , 所 以 单位 时 间 内 总 共 能 提供 n 个 
单位 时 间 的 服务 . 因此 , 当 > 1 时 , 供不应求 , 势必 等 待 服务 的 顾客 数 愈 来 愈 
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多 , 对 任何 i > 0,7 > 0, 总 有 
dim P(t) = lim plm = jlm =) =0, 


服务 系统 不 能 达到 平衡 状态 . 而 当 总 < 1 时 , 供过于求 , 等 待 服务 的 顾客 数 不 
会 愈 来 愈 多 , 所 以 





dm Di,j 人 的 Oo (i 之 0,7 之 0)， 
一 OO 
pk 
k=0 


亦 即 服务 系统 能 达到 平衡 . 令 pj = lim Plm = 四则 





， pj | 
m= dD Pn- ip = Ee (>0) 
?二 


Pk 
k=0 
pi 称 服务 系统 处 于 平衡 状态 ; 的 概率 . 显然 
>》 Di = 1， 
j=0 
其 中 pk 由 (5.35) 所 定义 , 即 是 
| 
(2 而 ， 当 0<k<gn, a 
pk 一 nn k—n —n 。 
和 入 
人 
需 宇 pi; pi 
oo J > SN 
> (ml 
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(2) 顾客 来 到 服务 机 构 时 , 不 能 即刻 接受 服务 , 需要 等 待 的 概率 pw、 
因为 服务 设施 共有 n 台 , 所 以 一 个 顾客 来 到 服务 机 构 , 不 能 即刻 接受 服务 
的 充分 必要 条 件 是 : 服务 系统 处 于 的 平衡 状态 j > mw 所 以 


Oo 
pu = 》 pj (5.38) 
j=n 


(3) 服务 机 构 内 的 总 顾客 (包括 正在 服务 的 与 排队 等 待 服务 的 ) 数 的 均值 
Wr 


交合 六 (5.39) 
j=0 
(4) 等 待 服务 的 顾客 数 的 均值 Nn,(W). 
显然 
Nm(W) = 》 Jpn+7， (5.40) 
j=0 


定理 5.5 对 M/M/n (等 待 ) 系统 而 言 , 设 全 < 1, 当 系统 达到 平衡 状态 


以 后 ( 即 P(m = j) = Pl(m = i)pi,;(t) 涯 = Re 二 让 pj 二 Pp; (当世 充分 大 ))， 
令 来 到 服务 机 构 请 求 服务 所 需 之 等 待 时 间 为 ， W, 则 


POW > = pa ——y ee Ne (t>0). (5.41) 
a 
np 


证 令 忆 (W >)=P(W > 站 顾客 到 达 时 , 服务 系统 处 于 平衡 状态 7), 则 





P(W >#t) = SpP(W > 加 . (5.42) 
7=0 
P(W>t)=0 (t>0,7<n). (5.43) 
将 (5.43) 代入 (5.42) 得 
P(W >#t)= VpP(W > 让. (5.44) 
j=n 
下 面 我 们 来 计算 Pj(W > ). 


当 服 务 系统 处 于 平衡 状态 70 > n) 时 , 其 中 n 个 顾客 正在 接受 服务 , j 一 n 
个 顾客 正在 排队 等 待 . 所 以 这 时 新 到 来 的 顾客 要 在 服务 机 构 依次 服务 完了 -m+1 
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个 顾客 后 , 他 才能 被 接受 服务 . 因此 若 令 M(t) 为 时 间 长 度 t 内 服务 机 构 服 务 完 
的 顾客 个 数 , 则 

P(W >t)= >》 PUOMO = 让. (5.45) 

i=0 

由 于 各 顾客 的 服务 时 间 相 互 独立 上 且 具 有 公共 的 以 / 为 参数 的 负 指 数 分 布 , 所 以 
在 该 顾客 等 待 时 间 内 ， 每 台 服 务 设施 的 输出 过 程 ( 即 服务 完 而 离开 服务 机 构 的 顾 
客 ) 是 一 个 以 为 强度 的 Poisson 过 程 (定理 5.1 正 是 这 一 结论 的 理论 根据 ), 而 
今 该 服务 机 构 内 共有 ” 台 设 施 (当然 它们 之 间 的 服务 是 相互 独立 的 ), 所 以 此 服 
务 机 构 的 总 的 输出 过 程 是 一 个 以 ny 为 强度 的 Poisson 过 程 . 所 以 


P(M(t) =) = ee), (5.46) 


将 (5.45) (5.46) 和 (5.37) 代入 (5.44) 得 


P(W >t)= > Dj pb ao—npt (Ppt) EE 


j=n i=0 


到 > mw 个 om op > 


i i=0 





nn): /AY 1 
一 pne > | 从 
np 
三 一 Dne 一 (HA 一 人 )t . 全 (5.47) 


其 中 pn 由 (5.37) 所 定义 . 定理 证 毕 . 
推论 5.4 顾客 需要 等 待 的 概率 为 





(5.48) 
np 
这 与 (5.38) 的 结论 是 一 致 的 . 因为 由 (5.37) 有 


大于 
2 2 ;> 
pj = Pn ( 读 ) (7 > n), 
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所 以 由 (5.38) 亦 有 


1 
Du 一 >- mn | = Dn。 pe 


A 





推论 5.5 顾客 到 达 服 务 机 构 后 平均 等 待 时 间 为 
E(W) = 站 Ba -PW> | dt 


1 
三 tDn。 
es 





。 (71 — Ne me Ntat 


np 
Pn -了 呈 
/A nA "(np—N) 
np 
XV 1 npn 
2 (2) i (5.49) 


定理 5.6 就 M/M/1 (等 待 ) 系统 而 言 , 设 2 < |, 当 系统 达到 平衡 状态 以 
后 , 在 长 为 工 的 时 间 区 间 内 (Z 相当 大 ). 
(1) 忙 期 ( 即 服务 设施 正在 服务 ) 的 总 长 度 及 平均 个 数 分 别 为 


_^ _ (4—N)A 
La= th, ZLa) -Le (5.50) 
(2) 单个 忙 期 的 平均 长 度 为 
Lg(1) = -一 (5.51) 
(3) 单个 忙 期 内 所 服务 的 顾客 平均 数 为 
ee -2 
Na(D) = Ex (5.52) 


证 对 M/M/1 (等 待 ) oe. 正如 定理 5.4 后 面 , 对 过 < 1 (而 今 


n = 1) 的 意义 的 分 析 那 样 ,一 是 “单位 时 间 内 来 到 此 服务 机 构 的 全 体 页 客 所 需 
之 总 服务 时 间 之 平均 数 ”， 亦 即 在 相当 长 的 时 间 工 内 , 忙 期 总 长 度 为 


De 
1h 


于 是 , 各 末期 (从 服务 机 构 变 成 闲置 开始 到 新 顾客 到 来 为 止 这 段 时 间 ) 的 总 长 度 


为 
LLa=L.(1-2). 
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而 在 时 间 工 内 , 闲 期 的 平均 个 数 为 
A Ce 


由 于 各 个 忙 期 与 各 个 闲 期 在 时 间 轴 上 是 相间 的 , 所 以 , 在 时 间 工 内 , 忙 期 的 平均 
个 数 亦 为 


Z(LBp) = ML. (4 2) 一 5 


从 而 单个 忙 期 的 平均 长 度 为 


LBs 1 


0 


单个 忙 期 内 所 服务 的 顾客 的 平均 数 为 
Ta 人 1) 
N(LZB(lD)) = = 
Hh 
(因为 在 忙 期 内 , 每 个 顾客 的 平均 服务 时 间 为 2 定理 证 毕 . 


(二 ) M/M/n (消失 ) 系统 

在 这 一 段 中 , 恒 设 

(1) 输入 过 程 是 以 和 为 强度 的 Poisson 过 程 . 

(2) 服务 规则 是 消失 制 , 即 当 顾客 到 达 时 , 若 ”个 服务 设施 至 少 有 一 个 空闲 ， 
则 顾客 马上 被 接受 服务 ; 若 ”个 服务 设施 均 被 占用 , 则 顾客 就 离开 服务 机 构 , 或 
者 说 此 顾客 消失 了 . 

(3) 服务 机 构 中 服务 设施 的 数目 为 n, 每 个 顾客 的 服务 时 间 服 从 以 j 为 参数 
的 负 指 数 分 布 , 从 而 每 个 顾客 的 平均 服务 时 间 为 


(4) 各 顾客 的 服务 时 间 是 相互 独立 的 , 且 与 输入 过 程 亦 相互 独立 . 

设 nn 是 时 刻 t 正在 被 服务 的 顾客 数 , 则 由 于 现在 考虑 的 是 M/M/n (消失 ) 
系统 , 所 以 nt 所 可 能 取 的 值 为 0,1,2,… ,n, 共 n+1 个 值 . 

定理 5.7 {me : t € [0,o00)} 是 一 个 有 限 状态 的 ( 共 nn 十 1 个 状态 ) 时 齐 的 
Markov 过 程 , 若 令 P(t) = (pij(t),i,j = 0,1,… ,n) 是 其 转移 矩阵 , Q = P'(0) = 
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(pi j(0),i,j = 0,1,… ,mn) 是 其 转移 强度 矩阵 , 记 pi ;(0) = gi,j, 则 


一 0 和 0 0 0 0 0 
HA 一 (Ai 十 J) 和 1 0 0 0 
Q= 0 /12 —(A2s+p2) M2 … 0 0 
0 0 0 0 i Hn 一 /mn 


其 中 科 三 和 (0 <ign),pj==jN(1&<j<n). 而且 





pi = lim, Plm =1) = po" (= ,n), (5.53) 


其 中 





5 
po = Sy 加 (5.54) 


(5.53), (5.54) 通常 称 为 Erlang 公式 . 它 给 出 了 t 一 oo 时 , 系统 处 于 平衡 
状态 j 的 概率 , 特别 地 
lal) 
m= | 一作 | | 六 六 (5.55) 
是 n 个 服务 设施 都 正在 进行 服务 的 概率 , 亦 即 顾客 到 达 时 讲 到 拒绝 服务 而 消失 
的 概率 , 称 之 为 消失 概率 . 
由 (5.53), (5.54) 得 知 : 正在 服务 机 构 内 被 服务 的 顾客 的 平均 数 为 


Nm 2 i a) (5.56) 


j=0 JE0 也 ! KF jo0 7 ! 
证 仿 例 5.1 知 {m} 是 时 齐 的 (有 限 状态 的 ) Markov 过 程 . 又 
P(mrat =1i+ 1|ne = 
二 _P([t,t+ At) 内 恰 来 一 个 顾客 , 且 i 个 正在 服务 的 顾客 
尚 无 一 个 结束 服务 ) 
十 P([t,t 十 At) 内 至 少 来 两 个 顾客 , 目 使 w+At = i+1) 
Eff 1 (Ar) + LAL). (5.57) 
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根据 Poisson 输入 与 负 指 数 分 布 的 性 质 , 以 及 输入 过 程 与 各 顾客 的 服务 时 间 相 
互 独立 可 知 : 


I(At) = (MAte™* 人 St) (e+At)’ 


= AAt+o(At) (At 一 0)， (5.58) 
H(At) = o(At) (At 一 0). (5.59) 
将 (5.58), (5.59) 代入 (5.57) 得 
i dim, 了 = 和 A (n>1i>z0), (5.60) 
而 
P(m+at =i— 1lm = 
P( 在 [t,t 十 At) 内 无 顾客 到 来 , 且 i 个 顾客 中 恰 有 一 个 服务 结束 ) 
办 [t,t 十 Ab 内 至 少 来 一 个 顾客 , 且 i 个 顾客 中 
至 少 有 一 个 顾客 服务 结束 ， N+At = i—1) 
fT: Ap) + (At). (5.61) 
而 
I"(At) e—*Ati(1 = EPAt)(e LA 
=ihAt+o(At) (At 一 0)， (5.62) 
0 和 开 (Ah<s(1 一 ee0)(-(e 人 9) 
=o(At) (Al 一 0)， (5.63) 
所 以 
pn tm TD God 0 
仿 之 易 证 : 
qo,0 = 一 入 
qii = —(A+in)n > i121), qnn 三 一 mA (5.65) 


qi,;=0 (li—j|>1). 


总 之 Q 之 值 如 定理 5.7 所 断言 . 下 证 (5.53), (5.54). 
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再 用 本 章 $6 习题 2 (6), 解 线性 方程 组 : 


do,0 90,1 dom 
d1,0 91,1 di,n 

(zo0, XT1,**- , Tn) 本 : = 0, 
Gn,0 dnl ‘°° dnn 


Ti>0 (0g<ign), 
得 通 解 为 
NoA1 Ay- bY 
Ti —— ee 2 可 ( TO (7 et 二 2,.…- ,n). 
HH2 1 jl\p 


所 以 , 由 本 章 86 习题 2 (6), 得 


7 的 一 | 3 的 


(i = 0,1,... ,1,7 = 0,1,.. ,Nn), 故 
Dj = lim Plm 一 也 


到 im >》 ， P(mo = i)pi,;(t) 
i=0 
_1 
RN YAN ， 
| 7 We 
定理 证 毕 . 


(三 ) M/M/oo 系统 

在 这 一 段 中 , 恒 设 

(1) 输入 过 程 是 以 和 为 强度 的 Poisson 过 程 . 

(2) 服务 规则 就 是 先 到 先 服务 , 注意, 由 于 现在 服务 设施 有 无 穷 多 个 (理想 
的 ), 故 任 一 来 到 的 顾客 , 既 不 需 等 待 也 不 消失 , 因此 这 是 无 等 待 制 与 消失 制 的 差 
别 . 

(3) 服务 机 构 中 服务 设施 有 无 穷 多 个 , 每 个 顾客 的 服务 时 间 服 从 以 j 为 参 
数 的 负 指 数 分 布 , 从 而 每 个 顾客 的 平均 服务 时 间 为 


(4) 各 顾客 的 服务 时 间 是 相互 独立 的 , 且 与 输入 过 程 亦 相互 独立 . 
设 mh 是 时 刻 t 正在 服务 的 顾客 数 . 
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例 5.1 已 证 {m :te [0,co)} 是 一 个 生 灭 过 程 , 其 转移 强度 矩阵 由 (5.19) 
所 给 出 , 且 其 中 Xi = 和 ,yi = ip. 由 于 生 灭 过 程 {mm :te [0,co)} 的 转移 强度 矩阵 
Q = (zz 了 > 0) 已 求 出 , {mm :te [0,co)} 的 其 他 概率 性 质 化 为 由 8 来 研究 其 
他 相应 的 性 质 . 这 是 纯 数学 的 问题 了 . 在 此 我 们 不 准备 再 深入 讨论 . 
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在 82 中 , 我 们 系统 地 研究 了 时 齐 的 可 数 状态 的 Markov 转移 矩阵 P(t) = 
(pi,j(t),i,j e 五 ) 的 连续 性 、 可 微 性 以 及 遍历 性 . 这 一 节 的 习题 主要 涉及 两 方面 : 
一 是 当 状 态 空间 EE 是 有 限时 , 82、83 中 相应 的 结果 是 否 更 简化 、 更 强 ? 二 是 对 
准 转 矩阵 来 说 , 转移 矩阵 的 一 些 结果 是 否 还 保持 . 

先 考虑 第 一 方面 的 问题 . 习题 1 和 2 中 的 状态 空间 EB 都 是 有 限 集 . 

1. 设 P(t) = (pij(t),i,j E 五 ) 是 一 个 标准 的 转移 和 矩阵, 试 证 恒 有 : 

(1) P'(0) = ,lim, 3(P() -7) 


存在 , 记 此 极限 为 9,Q 是 保守 的 转移 强度 矩阵 ; 

(2) P(t) = QP(t) = P(t)Q(Vt > 0); 

(3) P(t) = eQt. 
反之 . 任 给 一 个 保守 的 转移 强度 矩阵 @, 则 P(t) 空 eet 是 一 个 标准 的 转移 矩阵 . 

2. 设 P(t) = (pij(t),i,i7 eB) 是 一 个 标准 的 转移 矩阵 , 8 = P'(0). 试 证 

(1) Jim P(t) 存在 , 记 此 极限 为 万 ; 

(2) PL)H = IP(t) = 1? = I(vt > 0); 

(3) I 20,11=1: 

(4) HQ = QH = 0; 

(5) 五 = 1r,x > 0 (此 处 = (mi,i EB) 是 已 上 的 一 个 概率 分 布 , 每 项 均 
大 于 0) 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 to > 0, 使 P(to) > 0; 

(6) 了 = 17' 今 《4zQ = 0,z' > 0,》 的 通 解 为 cz', 其 中 为 任 一 非 负 常数 ， 
zi 关 0, 这 时 x/ = oz/(cz0)1. 

贡 在 再 考虑 标准 的 准 转移 矩阵 的 分 析 理论 习题 3.10 中 的 PC 的 
i,j E 五 ) 是 标准 的 准 转移 矩阵 , 妃 是 任意 可 数 集 . 

3. 试 证 对 上 述 P(t) = (pi,y(t),i,j € BB) 恒 有 


|pi,7(t) — pi,7(s)| < 1 — piills — tl)) 
其 中 ie E,J CE,s,t>0,pi7(t) = Spl) 
4. 试 证 上 述 P(t) 恒 有 lim pt) = = 本 存在 , 记 此 极限 为 卫 , 则 还 有 
HP(t) = P(t)I = ?=1. 
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5. 试 证 对 上 述 P(t) = (pij(t),i,j EB) 总 有 
lim =i 一 pii(t)) 存在 (可 以 为 co)， 


t 一 0 十 了 
记 此 极限 为 di (或 —qi,i)), 则 还 有 
0<g<o0, piilt)>e Lt (ieBE,t>0,e ~» 定义 为 0). 

特别 地 , 当 g; = 0 时 ， piilt) = 1,pi,;(t) = 0(VI #0. 

6. 令 

gg = {2 :JCHh, ut — pj,i(t)) = o : 

试 证 : 对 任意 固定 的 ie E, J e ,iEJ, 有 

(1) 当 KKcCJ 时 ddim, ZE) 存在 记 此 极限 为 gg, 则 0 < gik < oo (其 中 
Pi,K(t) = 之 pi,K(t)), 而 且 此 极限 对 K C J 还 一 致 成 立 . 此 外 , gg 对 KcJ 


来 说 ， 还 有 完全 可 加 性 
(2) 特别 地 , 当 J = {站 } 是 单 点 集 , i, 7 e BE,i 关 j, 有 


un 2 = qi 存在 ， 

且 0 科 gj < oo 2 4 < gi 
7. 设 P(t) a e 忆 ), gq; 如 上 定义 , 试 证 下 列 二 条 件 等 价 : 
(1) Sup q: < co; 
(2) lim a oup(! — pii(t)) = 

如 果 上 述 条 休 让 有 一 个 成 立 , 则 


Pu -0 对 ie 五 一 致 成 立 ， 
而 且 还 有 : 机 
四 2 
> q = lim > (Ge 五). 


7E 互 一 { 庄 jEE—{i} 
8. 设 P(t) = (pij(t),i,j € 五),g qi,; 如 前 定义 . 固定 ie E, 设 0< gi<o%， 
则 有 唯一 一 组 9ii(t) (i E E,t> 0), gi,;(*) 在 [0, oo) 上 连续 ， 使 


t 
Pij(t) = qie 和 上 eritgij(s)ds +e 6i; (7 €E,t>0). 
0 


此 外 , 还 有 
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(1) gi,;(t) > 0(vi € E,t > 0)， 总 gi,i(t) < 1(t > 0); 
(2) gi,j(s+t) = os pi > 0,t¥ 0,7 ep); 
0， 当 7 一 27 E 五， 
3 ,mn i 
(8) 和 9) 当 j ij€ebE; 
(4) lim gi;(t) = Jim p(t) = ris(i € BE), 
因此 , pi,j(t) 在 (0,co) 内 有 连续 微 商 p; ;(t), 它 可 以 表 为 : 


pi,i(t) = qi9i,;(t) — qipi,;(t). 
由 此 式 及 g;,;(t) 的 性 质 还 可 以 得 出 pi ;(t) 满足 : 
(1) 总 pi 和 20 (t > 0); 
(2) 到 2h 切入 0 (tz0); 
(3 ) oe > 这 Pik(S)Pk,it) (s > 0,t 之 0,7 E E); 


(4) lim pi,;(t) = PAs(0) = gs (I €E); 
(5) Jim pi,j(t) =0 (€E). 
9. 设 P(t) = (pi,j(t),i,7 € 也 ),qi, qi,; 如 前 定义 . 固定 ie EB, 设 gq; < oo, 则 下 
列 二 陈述 等 价 : 


(1) pi ;(t) = 2 qikpk,j(t) (t > 0,7€E), 
10. 设 p(t), 4 如 前 所 定义 , 假定 sup gi < oo, P'(0) = Q. 试 证 


(1) P'(t) = QP(t) = P(t)® (t> 0); 

(2) P(t) = e®t (t > 0); 

(3) HQ = QH =0, 其 中 了 = lim P(t). 

反之 , 任意 给 定 一 个 转移 强度 矩阵 Q = (gij,i,7 e B), 兰 sup(—qii) < oo， 


则 P(t) 竖 eQt 是 一 个 标准 的 准 转移 矩阵 . 
11. 证 明定 理 2.1. 
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我 们 知道 ， 随 机 徘徊 是 Markov 链 中 最 简单 的 非常 典型 的 一 个 特例 . 它 在 
物理 学 、 渗透 理论 、 统 计 中 的 序 贯 分 析 , 都 有 很 重要 的 应 用 . 在 讲 随 机 环境 中 的 
Markov 链 时 , 我 们 也 用 随机 环境 中 的 随机 徘徊 作为 引导 , 来 说 明 随机 环境 中 的 
Markov 链 的 基本 思想 . 

我 们 从 最 简单 的 随机 徘徊 经 典 的 Bernoulli 随机 徘徊 开始 . 

所 谓 经 典 的 Bernoulli 随机 徘徊 , 就 是 定义 在 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 取 整 
数值 的 Markov 链 {5%,n > 0}, 满足 





P(Sn+1= 2+1|Sn = 72)= 9, 
P(Sn+1= 7 —1|Sn = 72) =p 空 1-g, 
(其 中 由 > 0,z € Z = {0, 土 1, 土 2,…},g € (0,1).) 对 于 这 种 随机 徘徊 , 其 概率 规 
律 性 完全 决定 于 其 转移 概率 4. 
如 果 存 在 一 些 随机 因素 , 影响 其 转移 概率 g, 而 且 这 种 随机 干扰 还 依赖 于 时 
间 ”和 正在 徘徊 的 “质点 ”所 处 的 位 置 z, 那么 ,gq 将 被 一 个 随机 场 {gq(n, zw),m > 
0,z e Z} 所 代替 . 为 简单 起 见 , 我 们 记 gq(n, z。) = qd(n,z), 记 此 随机 场 为 q = 
{q(nz))m 之 0,ze2Zli. 这 时 经 典 的 Bernoulli 随机 徘徊 就 变 成 了 “ 依 时 依 空 的 
随机 环境 中 的 Bernoulli 随机 徘徊 ”. 它 的 正式 定义 是 : 
设 (Q, 多 , P) 是 一 个 概率 空间 , {5%,n > 0} 是 其 上 的 取 值 于 Z 的 一 列 随 
机 变量 , g = {gqn,z,n > 0z e Z} 是 (9, 多 ,P) 上 取 值 于 (0,1) 的 随机 场 , 记 
书 (,) = P(.|q) 为 条 件 概率 . 不 妨 设 So = 0. 若 {5%,n > 0} 对 概率 测度 PP 是 
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一 个 Markov 链 (未 必 时 齐 ), 且 有 下 述 转 移 概 率 : 


P (St1= r+ 1 = 7) = gq(n, 7), 
P (Snri=7£—1|Sn, =7)=1— a(n,7z), 


则 称 {5%,n > 0} 是 一 个 依 时 依 空 的 随机 环境 中 的 Bernoulli 随机 徘徊 , 9 = 
{gq(n, 7X),n > 0,z € Z} 称 为 其 环境 场 . 特别 地 , 若 g(n,z) 不 依赖 z, 则 称 {5;,n > 
0} 是 依 时 的 随机 环境 中 的 Bernoulli 随机 徘徊 ; 类 似 地 , 知 g(n,z) 不 依赖 mw， 
则 称 {5%,n > 0} 为 依 空 的 随机 环境 中 的 Bernoulli 随机 徘徊 . 

Berard J. 在 2004 年 的 “J.Appl.Prob.41 卷 P.83 - 92” 上 证 明了 下 面 的 a.s. 
中 心 极限 定理 : 

若 {5%,n > 0} 是 上 面 定 义 的 依 时 依 空 的 随机 环境 中 的 Bernoulli 随机 徘徊 ， 
而 且 其 环境 场 4 = {gn2),n > 0,z e 2} 是 独立 同 分 布 的 且 到 (gu zj) = (对 
一 切 n> 0, ze 2), 则 


1 Pp ( 吧 1 2 人 
im -二 < 4 | = 一 一 e 7dt, a.s., 
no00 9 Vn ) V 2 / 


注意 上 式 左边 是 关于 多 的 子 o 代数 o(g) 些 ofgq(n,z),n > 0,z € 2Z} 可 测 的 随 
机 变量 , 故 上 式 是 a.s. 成 立 . 

如 果 环 境 场 g 是 一 个 (0,1) 中 的 常数 , 即 q(n rz,w) = 常数 g (不 依赖 ,zx,w)， 
则 上 述 中 心 极限 定理 就 是 古典 的 最 简单 的 中 心 极限 定理 一 一 Bernoulli 中 心 极 
限定 理 . 

从 上 面 的 简单 例子 看 出 , 随机 环境 中 的 Markov 链 , 要 比 经 典 的 Markov 链 
复杂 得 多 . 它 涉及 两 个 随机 过 程 (或 一 个 随机 过 程 和 另 一 个 随机 场 ) 的 耦合 . 它 
的 转移 概率 不 再 是 一 个 [0,1] 中 的 数 , 而 是 一 个 取 值 于 [0,1] 的 随机 函数 . 从 上 面 
的 定理 也 可 以 看 出 , 一 个 经 典 随机 徘徊 中 的 最 简单 的 中 心 极限 定理 , 2004 年 还 
有 人 研究 . 

本 章 主要 讨论 的 是 依 时 的 随机 环境 中 的 Markov 链 . 依 空 的 随机 环境 中 的 
Markov 链 请 参看 文献 [119], 那里 主要 研究 依 空 的 随机 环境 中 的 随机 徘徊 . 依 时 
依 空 的 随机 环境 中 的 Markov 链 的 研究 还 不 多 , 本 章 只 作 一 点 简单 介绍 . 至 于 连 
续 时 间 参 数 的 随机 环境 中 的 Markov 过 程 , 本 章 完全 不 涉及 了 . 有 兴趣 的 读者 可 
参看 文献 [60] 、[61] 、[79]. 
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在 这 一 节 中 , 恒 令 Z = {0, 圭 1, 土 2,…} 为 整数 集 , N 竺 Z4 为 非 负 整数 集 ， 
R 是 实数 集 . 令 多 是 一 个 可 数 集 , x 是 和光 中 的 离散 o 代数 , 即 是 多 中 的 一 
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切 子 集 所 成 的 o 代数 , 再 令 (6, 多 ) 是 任意 的 一 个 可 测 空间 . 

按 常 规 符号 ， 

TE YN 是 乘积 室 间 ， 区 些 wyN 是 乘积 o 代数 . 类 似 地 , 再 记 2 
6 表层 B72. ,0, 多 ,6 中 的 元 素 分 别 用 x,0, 邓 和 9 记 之 . 记 了 人 是 马 到 
6 的 推移 算 子 , 即 


(TO)n =0n: (VO = (0n,n € 2)). 
14(。) = 6(。, 4) 表示 集合 4 上 的 示 性 函数 . 
定义 1.1 设 M( 人 ,oY) 表 久 x 名 上 的 一 切 转移 矩阵 (转移 矩阵 之 定义 
见 第 六 章 定 义 2.1)， 
D(。) :6 请 MM( 到 Oh)， 
若 对 每 一 对 7Z,y € 属 ，p(0)(z,y) 都 是 9 的 关于 oa 代数 铬 可 测 函 数 , 则 称 p(。) 
是 一 个 随机 转移 矩阵 . 记 p(9)(z,y) 为 p(9; z;,y)， 
注意 : 在 第 六 章 的 确定 ( 非 随机 ) 环境 中 的 Markov 链 中 , 其 转移 矩阵 写作 
P= (pc zy E 澡 ), 在 本 章 随机 环境 中 的 Markov 链 的 随机 转移 答 阵 ， 我 们 用 
p 或 p(。) 表示 , p(0;z,y) 时 p(0)(z,y) 是 此 随机 转移 和 给 阵 在 固定 随机 参数 9 下 
对 应 于 (x,y) 的 元 素 . 
我 们 记 
p™) (0) 二 2D(00， 01， os ,On-1) 
dE (Go)p(01)-.-p(0n1) (VO = (0n,n eZ) € 0) (1.1) 
为 见 个 转移 矩阵 的 乘积 (注意 : 固定 f e 日 ,p(bi) 是 一 个 转移 矩阵 ), 并 记 


O)(z,9) EE pF;z,y) 
些 : p(Oo, 01, 本 人 0 -1)(z， y) 2 p(Oo, 01， a , On-1; 7, y) 
EE (p(Go)p(01)p(0n-1)) (2,Y), (Vr,y € %), (1.2) 
即 上 述 五 个 符号 都 表示 (1.1) 式 右 方 n 个 矩阵 之 积 在 (z,y) 之 元 素 . 
记 全 体 随 机 转移 矩阵 为 RM(OG; 多 ,2 ). 
定义 1.2 设 (EB,8) 是 任 一 可 测 空间 , 令 函 数 族 {Pm(。,。),n > 1} 满足 : 
(1) 固定 任何 n>1,P™(.,.):Ex@c， [0,1]; 
(2) 固定 n> 1,z EB,Pm)(z,。) 是 8 上 的 概率 测度 ; 
(3) 固定 n>1,4AeE, Pom(。,4) 关于 8 可 测 ; 
(4) 满足 (K 一 c) 方程 式 : 对 任何 m,n > 1,zeEB,AEB 有 


Ptmtm(z, A) = [ Pm (zs, dy) Pp (y, A). (1.3) 
E 
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则 称 PM(z, 4) 为 ((B,8) 上 的 ) 转移 函数 . 记 P(zx, 4) = PD(z, A4). 
定义 1.3 设 {Xn,n = 0,1,…} 是 概率 空间 (0, 多 ,P) 上 的 以 任意 可 测 空 
间 (五 ,B) 为 状态 空间 的 随机 过 程 , jy 是 8 上 的 概率 测度 , Pt (zx, A)(n > 1,7 Ee 
,A Ee 8) 是 转移 函数 , 如 果 对 任何 {ho,.… , An} CC, 都 有 
i=0 


[ 有 人 Po dn) 人 Plen-1 den), (1.4) 


则 称 {Xn,n = 0,1,…} 为 以 j4 为 初始 分 布 , 以 ( 忆 ,@) 为 状态 空间 , 以 Po)(z, A) 
为 转移 函数 的 时 齐 的 Markov 链 . 
命题 1.1 设 {Xn,n >0} 是 概率 空间 (Q, 多,P) 上 的 以 (已 ,BE) 为 状态 空间 
的 以 Ptm(z, 4) 为 转移 函数 的 时 齐 的 Markov 链 , 则 对 任何 n> 1,m > 0, A; € 
E(0<ig<m+n,ixm),r Ee 五 ,总 
P(Xm+n E€ Am+n|Xm = 7, Xk E Ap,O Sk<m) 
了 (win 三 Am+n|Xm 二 2Z) 
一 P(") (x, Am+n). (1.4)’ 
( 当 左 方 有 意义 时 .) 
证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
附注 1.1 方程 式 (1.4) 和 (1.4)” 都 称 为 “Markov 性 ”. 


定义 1.4 设 半 = {XnneN} 和 惨 = {én,n eZ} 是 概率 空间 (0, 多 ,了 P) 
上 的 两 个 随机 变量 列 . Xn :OQ 户 儿 ,&n :0 0,p(.) E RM(6; 避 ,9). 如 果 下 
面 的 条 件 成 立 : 


= 
(M) P (Xn =Yy,ént1EB [Xs, ep 
一 下 
> a y)P(én+1 EB | €*,), a.5. (1.5) 


对 每 个 ye 多 ,Be 多 ,n > 0， 此 处 (今后 亦 如 是 ) ET 时 {én,kh-1<n< 
m+1},—00 <k<mesg oR (Xo, XXn},n > 0. 则 称 (及 ,€) 是 一 
个 具有 随机 转移 矩阵 p 的 依 时 随机 环境 中 的 Markov 链 ( 简 记 为 MCTRE). 称 
及 为 本 原 链 , 为 环境 链 (或 环境 ). 

注意 : (1.5) 式 中 驼 g8 和 Em 都 是 随机 变量 列 , (1.5) 两 边 是 关于 它们 所 产 
生 的 o 代数 的 条 件 概率 . 
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定义 1.5 概率 空间 (Q', 多 ', P*) 上 取 值 于 多 的 随机 变量 序列 {Y,,n > 0} 
称 为 一 个 p 一 6 链 , 如 果 


BE (he = 可 = p(xo, 0 ) [ |v(0i; zi, zi+1), (1.6) 
i=0 i=0 
对 任何 z0,7T1,… ,Xn € 避 ,n > 0 成立, 其 中 0 < 6,p(.) E RM(O;7, 2), 
op(。8) 是 光 上 的 概率 分 布 . 
显然 p 一 9 链 是 非 时 齐 的 Markov 链 . 


定义 1.6 设 p()eRM(e; 多 ,op), 理 是 wx 有 欧 上 的 一 个 概率 测度 . 我 们 
称 了 = (Yoy; 6, 多 ;p,B) 是 一 个 p 一 上 链 . 


令 
0， 1, “nn 一 一 。 
L = {3 eR (0TH) 
TO, V1, ， Tn 
k,， k++1,..…,， /1 一 . 
L ={ e6:(0)ie Bk<ig!) (Bi € %) 
Bxk, Brtri, ***, Bl 


为 可 测 柱 集 , 简 记 


0， 1, .… 
c( 站 -aa 
TO, Tl1l, 7m 
k, k+l, ,1 a 
L =L(0 :Bx, Bert1,:.. ,Bi). 
Bk, Bk+1, SN B, 


对 任意 的 p(。) e RM(6; 名 ,yf), 定义 


Ps (L(Y ;ro,z1,** ,Tn)) 
a 一 人 下 
= bx,zo ] pl0i; zi, zz) (TEN,0 EE 0), (1.7) 
i=0 
容易 证 明 Ps(。) 可 以 扩展 到 及 上 去 而 得 一 概率 测度 , 仍 用 P35(*) 记 此 概率 测 
度 . 
命题 1.2 对 任何 AE 到 ,ze 用 , (1.7) 所 定义 的 Ps (4) 是 9 的 嚼 可 测 
函数 ， 


证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
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定义 1.7 设 pe RM(6;%, 1)T 是 由 如 到 唱 的 推移 算 子 ,pm)( 右 ;zy) 
如 (1.2) 所 定义 . 对 每 个 正 整数 n > 1, 在 (多 x 6, of x 殉 上 定义 函数 
PW ((z, 0), F) 如 下 : 


P(x, 9 )， = 六 pO (0;7,Yy) ln), (Im 0), (1.8) 
y€EN 


其 中 (z,0)eE2YxOBFewxBn>l(F,={0e6:(y0)eEF}RF 
在 y 处 的 截 口 集 . 易 证 : 


PW ((z, 0), {y} x B) = p00;7,y)1a(T"0). (1.8) 
记 BP((z,0), F) = PO((z, 0),F). 


命题 1.3 (1.8) 式 中 所 定义 的 Pm)((z, 覃 ), 下 是 (8 x 昌 ,f x 哆 ) 上 的 转 
移 函 数 . 


证 明 甚 易 . 读者 可 作为 习题 验证 之 . 


定理 1.1 对 于 任何 p 一 下 链 TY = (2Y ,oz; 9, 允 ;ip, 理 ), 存在 一 个 概率 空间 
(Q, 多, Ps) 及 定义 在 其 上 取 值 于 月 x 避 的 MCTRE (及 ,), 使 


Po (XE)ec) = olded0) | ,PsdD)io(2, 0), 
(Ce zf x 多) (1.9) 


此 外 , 还 有 : 
(1) 外 的 Ps 边缘 分 布 为 


Py o ( 巡 )-1(A) = 上 sa 47)P5(0，(4e 功 ; (1.10) 
(2) & 的 Ps 边缘 分 布 为 
Ps o(€)-!1(B)= (2 xB) 时 7(B) (Be SD); (1.11) 


(3) {Xn, TE€),n > 0} 是 以 甸 为 初始 分 布 , 以 (多 x 6, of x 纱 ) 为 状态 
室 间 , 以 BP)((z, ©), 下 ) 为 转移 函数 的 时 齐 的 Markov 链 , 称 之 为 斜 积 Markov 
链 ( 简 记 为 SPMC). 

(4) 对 任意 (z, 5 ) < 人 YX 6, 定 义 到 x 史上 的 概率 测度 已。 让 如 下 : 


Po (0) 二 h Pold TB)1lc(T, 09), Ce x 多 (1.12) 
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则 
Pel €) eC)= Pe) = olandd)P, nO), 013) 
WxO 
P,a((Xo, €)= (2,0))=1. (1.14) 
(5) 及 是 概率 空间 (0, 多 ,P。7)) 上 的 卫 一 人 链 , 也 是 (Q, 多 ,A( 晶 )) 上 的 
Pp— 人 链 ， 其 中 
m0;0)= or 玉 太 村 Ca)lco(z, 0), 
Y EC 
(6 € 6;C € Hx) (1.15) 
p(x, 0) = Ps(Xo=z|€ = 0), (1.16) 
此 外 , 对 任何 n> 1,zn € 2, Ao, A1,… ,An_1€ 41,B Ee 如 ,有 
ec 了) ((Xnt+1, Xnt2, EE: ) € BIX; € Ai,0 <i<n,Xn 一 Tn) 
二 Pa TB)((X1 及 2 …) € B). (1.17) 
证 令 Q= 针 x6,8=wy x 区 
Ps(C) = / _ Bl(dz,d0) 上 Ps (dz®)1c(®, 
Wx0O 殉 


则 (Q, 多 , Ps) 是 一 个 概率 空间 . 

对 任何 w = (三 , 9) eQ, 定义 

X(z， 0) = 7 E(B, 0) Ee 9, (1.19) 

更 详细 地 , 当 避 = {zoz 0 = {0nn eZ} 时 , Xi(B, 0) = Zr,én(D, 0) 
= 0n,(keN,neZ), 其 中 姑 = {Xo, Xi }, € = {én eZ}. 

现在 证 明 ( 蔗 ,€) 是 (Q, 多, Ps) 上 的 一 个 MCRE. 令 6,:6，8 是 第 n 
个 坐标 算 子 , 即 6.(6) = 0 ( 当 覃 = (n,n eZ)e 6 时 ). Bl 是 {6n,k--1< 
n < 1 十 1} 所 产生 的 og 代数 (-co 和 和 1 和 co), 则 


oféw kl1<n<l+l}={xB:Be 纲 }. (1.20) 


一 一 
0 


)，(Ce 元 x 殉 (1.18) 


对 任何 Bi € 多 -oo <k<1l < nn > lfzozt ,Tnti} C 2, 由 
(1.18)、(1.20) 和 (1.7), 并 注意 Xn(w) = zw 名 (ww = 0% ( 当 w= (也 ,8)) 有 : 


[pCén; Xn nr) Ps (ént1 € Ban |" )| dPs 
工 (更 :zo… 'Tn)xL( OO:Bk,… ,Bi) 


/ Bldz,d0) [PS(L( :x021,°.. ,ont1)) 
x6 


—> 
“7(L(6 : Bk, ,Bi Mi , Mn, Bnt)| BY)| . (1.21) 
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其 中 r(B) = B(% x B) (Be B), Mi =...=M,=0. 
但 是 ， 对 任何 固定 的 XT, TO0,T1,** ,Tnt+l € 2， 
Ps(L(Y 0 Vis) 


n 
= Oz,z0o [es Ti), Ti+1) 
i=0 


作为 8 的 函数 , 关于 2 可 测 , 而 2 CBr, 所 以 (1.21) 右 端 等 于 


a 和 (dz,dG) | (PS(L(Z ee 


a 
"1 (8.B,,.. ,Bi,Mit1, ,Mn Bar) 0) |rooe)| 


n+l 
-人 {Xi = zi}f). 站 {é; € B;}{Hént1 € ao (1.22) 


i=0 j=k 


其 中 Er * 是 关于 概率 测度 * 的 期 望 算 子 . 由 (1.21) 和 (1.22) 得 知 (1.5) 成 立 , 此 
即 ( 芝 , 世 ) 是 一 个 以 p 为 随机 转移 矩阵 的 MCTRE. 

(1) 和 (2) 由 Ps, 尽 ,《 的 定义 ( 见 (1.18) 和 (1.19)) 立即 可 得 . 

(3) 由 Ps 的 定义 


Ps (Me =7,Tit € gj 
一 0 
三 / 5(ao,d8) | Ps(L(B : 20, ,2n)) LT 18.(7°D) 
Bo i=1 : 
(zi € YH, Bie B,0 <ign), (1.23) 


所 以 为 证 (3), 只 需 证 明 (1.23) 右 端 方 括号 内 的 被 积 函数 等 于 
P((zo, 0),d(y, 6 oD ((y1, Gd O02)) :…: 





/Po Da), dyn, B 8o)TIIed Fla) (0). (1.29) 


由 于 转移 函数 Pm)((z, 8), 五) 的 定义 ( 见 (1.8) 可 知 , 对 ( 光 x 6, of x 允 ) 
上 的 任何 有 界 可 测 函 数 f(z, 8) 有 
/Po 3),dy, ?f(y,7) 
Nx0 
= 》 p00;z,Y)f(y, TO). (1.25) 


ZE 多 
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因此 , 由 (1.25) 和 (1.8) 知 
| _ P((zo, 0),d(y, 5)] _ BP((y, 1), d(ya, 62)) 
NXxXO x0 
2 

lI 1B;( 0 i)1{z} (Yi). 
=/ Pl(zo, 0),d(y, 91)) [Py, 01), {2} x Ba).1a (9)1()(y)| 

WxO0 
= /Bl(so 0), dy 01) [La.(9 10) (0) 

多 XGO 


—> 一 
> pV 0 1;Y1, WU)1({z2}x B2), (T 0 1) 
uEN 





一 


= /Bleo 0), an 9) [Ls,(9 D160) 
HXxO 
“pV (G1, 72)1,(T 01)| 
= VY pW;zo mls (TO (Nn) pW TH;yY, x2)1B,(T? 6) 


y1€E2 


2 
2 ,一 人 
=2p0(09izozl)pt(Tbizlzo)] [107 9) 
i=1 
2 


As 
= p(00; zo, z1)p(01; 71, 72) | | 18,(7: 0) 


i=1 


2 
,一 人 
= Po (ZL( 丈 :zo0,z1,22)) Jia. 0). 


对 n 作 归 纳 法 可 证 : (1.23) 右 端 方 括号 内 之 被 积 函数 等 于 (1.24) 式 . 所 以 (3) 获 
证 . 


(4) 是 显然 的 . 
(5) 由 (1.12) 有 


Po 3)(Xo 一 Z0, 及 1 一 1 …' ,Xn 一 zn) 
— ps(L(Z : ZO, T1),°** ,Tn)) 


n—l n—l 
,一 人 
= fo ,co [I p(0i; Ti, Tit1) = gz,zo II pV (TiO ;zi, tit1), (1.26) 
记 0 i=0 


所 以 及 是 (Q,Z,P, 3) 上 的 p-8 链 
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又 因为 对 任何 zw, znyi)… ,Tnim EE 人 ,AiEx (0<i<n), 有 


ey 
P, 3)((Xnt1 及 n+2， :) € L(% YYm 十 1) , Zn 十 mn 
Xn = Tn, Xn-1 E An_1) 二 ,六 0 € Ao) 


P, DF)(Xo € Ao,. We Xn_1 € An— 1, 六 n= Tn ,Kntm = Tntm) 
1.12 一 全 
> P35(L(2 : TO ,Tn—l, mn ne)) 
i 
n—1l us n+m—1l i 
= | >》 beam [Ip dri;zi, rr): To eiczra) 
ZiE4i ?一 0 j=n 
Ogi<n 
也 一 ?20 一 工 
二 >》， 0z,co II p(T 0 ;Ti,Tit1)| 。 II pV (TY (T™ 0 六 Zn+7 Tntit+1) 
GE AAA ?一 0 7=0 
O<i<n 
na .一 
= | >》， 6 1 pV TO; zit1) 
Zi1EA4i i=0 
0O<i<n 
一 一 多 
“PP, ro (Xi Xa) E 工 更 :ont yznatm)， (1.27) 


由 (1.26)、(1.27) 知 
—-》 
Fe 3)((Xnt1, Xnt2, 7) EL(Y :rnt1 Zn+m) 
[Xn, < Tn, Xn-1 € An-_1, 二 训 汉 , 区 0 € 40) 
-一 一 
过 Po rn)((X1 六 2,… *) E L(% Im 二 1) 由 


而 风 是 由 一 切 柱 集 { 工 ( 腕 :go 加) :> 0,yi € 光 } 所 产生 的 o 代数 ， 
所 以 , 对 任何 n> 1,zn€ 人 Y, Aho, A41,:… ,4 iewBe 到 都 有 


< D(Xntl, Xnt2, 2 -) € BIX; € Ai,0 < 2 < n, Xn, 一 zn) 
= ,TnB)((X1, X2,**) GE B) 


(只 要 左 方 有 意义 ). 
又 因为 由 (1.15) 


A(O)(Xo 一 2Z0) X1 一 了 1 ,Xn 二 Tn) 
( 


- pldz, 6 ) Pa (LR :x0,71,... , Tn)) 
2 


ja 
三 0 II p(0i; Ti, Ti+1), 
1 一 0 
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定理 1.2 {及 , 《€} 是 具有 随机 转移 给 阵 p 的 MCTRE 的 充分 必要 条 件 是 : 

(D PC = YX €) = plén; Xn,y); 

(2) P(Xo = 2|€)= P(Xo = 2|€°6), (n>0,7€ 2). 

在 86 中 还 要 证 明 一 个 比 这 更 一 般 的 定理 , 为 避免 重复 , 定理 1.2 暂 不 证 . ( 参 
看 定理 6.4). 

定义 1.8 称 定理 1.1 中 构造 出 的 ( 久 ,) 为 由 pp 一 再 链 太 = (和 ,oz; 06,8; 


p, 钾 ) 所 产生 的 随机 环境 中 的 Markov 链 (MCRE), 而 称 {(Xn,T"E),n 之 0} 为 
由 VV 产生 的 斜 积 Markov 链 (SPMC). 

附注 1.2 一 般 地 {Xn,n > 0} 未 必 是 (9, 多 , Ps) 上 的 Markov 链 , 但 是 ， 
它 是 概率 空间 (Q, .2,7(9)) 上 的 p -6 链 , 是 非 时 齐 的 Markov 链 . 而 SPMC 
{(Xn,T" 忆 ),n > 0} 是 一 般 状态 (未 必 可 数 ) 的 时 齐 的 Markov 链 . 这 一 事实 很 
重要 , 它 可 以 借用 来 研究 MCTRE. MCRE {六 , €} 既 可 视 为 两 个 随机 过 程 , 也 
可 以 耦合 在 一 起 看 成 一 个 取 值 于 x 6 的 随机 元 . 

附注 1.3 定理 1.1 中 所 构造 的 MCTRE { 邓 , €} 中 的 随机 环境 妃 = {6 
n e Z} 仅 依 赖 “ 时 间 ”m, 并 不 依赖 X。 的 空间 位 置 , 故 称 { 邓 ,《€} 是 依 时 随机 
环境 中 的 Markov 链 . 


§2” 依 时 随机 环境 中 的 Markov 链 的 特性 函数 及 其 性 质 


本 节 沿 袭 $1 中 的 符号 . V = (%, of; 6,B;p,) 是 一 个 p 一 更 链 ,{ 允 ,有 } 
是 定理 1.1 中 所 构造 的 MCTRE, {CXnTnE),n > 0} 是 对 应 的 SPMC. 
(QZ, 肌 ) 古本 ,PEBo((z 人) 可 如 红 所 定义 . 记 m = (Xn,T", 局 ) 
(n > 0). 
(F),={0 €6:(y,0)er), Fex x 区 ， 
(F) ={ye 2 :(y0)eF}, Few x 
是 截 口 集 . 
pm(g;z, 仿 如 (12) 式 所 定义 . 
命题 2.1 对 任何 (z, 0 ) ENx 6n >1lGE% x 多 ， 恒 有 


一 一 人 
PW((z, 9),G) = P, 3)(m € G). (2.1) 
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证 由 于 % 是 可 数 集 , 为 证 (2.1), 对 一 切 Ce oy x 现成 立 , 只 需 证 (2.1) 
对 G={ 他 xBe 和 Be 戎 成 立即 可 . 事实 上 , 由 (1.8) 及 (1.12) 知 : 
Fe Bm € {y} x B) 


1.12 -ry 
0 上 Ps (d 隐 )1metyjxBj( 到 ,0 ) 


一 


a PS(d3)1 x yrnBep)(T, 0) 
= PS (dz )1(3ews, (3)15(T" 9) 
= pO(0;z,y)1a(T"0) 

(1.8)” PW((z, 8 0), {vy} x B). (2.2) 


命题 2.1 得 证 . 
由 (2.2) 立 得 


P(g, 0), {y} x 6) =p (0,7,Y) 


= P, 3)(Xn = Y). (2.3) 
类 似 于 经 典 (固定 环境 ) 的 时 齐 的 Markov 链 , 我 们 可 以 令 
Fn)((z, 9),G) = PT (inEGMmEG,1SKk<n) (2.4) 


为 {nan 之 0} 从 (z, 9) 出 发 在 时 刻 n 初 达 G 的 概率 . 
(注意 : En)((z， 6),G) 是 {m,n > 0} 从 (z， 0) 出 发 在 时 刻 ”处 于 状态 集 
合 G 的 概率 .) 令 
f°(0;7,9) EE F(z, 0),{y} x 6) 
一 (os0)Xn =Y, Xk FY 1 Sk<n) (2.5) 


为 在 环境 € = 6 的 条 件 下 , {Xn > 0} 从 z 出 发 , 在 时 刻 n 初 到 达 状 态 y 的 
概率 . 

(注意 : p 中 (0;z,y) 是 {Xn,n > 0} 在 环境 € = 6 的 条 件 下 , {Xn,n > 0} 
从 z 出 发 , 在 时 刻 n 处 于 状态 y 的 概率 .) 

再 令 


Fr((z, 99)= F(z, 0),0), (2.6) 


n=1 


f°(0;7,9) = Df (0;z,Y), (2.7) 
n= 二 1 
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注意 : 请"((z, 0),G) 是 {m,n > 0} 从 (z, 6) 出 发 ， 经 有 限 步 到 达 G 的 概 
率 ; "(9;z,y) 是 {Xn,n > 0} 在 环境 € = 6 的 条 件 下 , 从 z 出 发 , 经 有 限 步 
到 达 状 态 y 的 概率 . 再 令 


Q((z, 0),G) =P, 如 四 Umse)， (2.8) 


n=1 k=n 


是 {na,n > 0} 从 (z, 8) 出 发 无 穷 多 次 进入 G 的 概率 ((z, 6 ) e 移 x G,ces 
2 x %), 


q(0;7,y) EE Q((z, 0),{y} x 0) 


人 也) (fC U {Xx = ) (2.9) 


n=1 k=n 
是 {Xn,n > 0} 在 环境 € = 8 的 条 件 下 , 从 z 出 发 无 穷 多 次 地 进入 状态 y 的 
概率 (z,y E 2 0 GE 6). 
注意 : Ps (4) 对 任何 固定 的 ze ,A e 懈 是 9 的 关于 o 代数 艰 的 可 测 
函数 , 所 以 , 由 P,)(C) 的 定义 ( 见 (1.12)) 可 知 : 对 任何 固定 的 > e 2%,C e 
妈 x 欧 它 是 8 的 关于 o 代数 允 的 可 测 函 数 . 如 不 声明 , 本 节 一 律 使 用 上 述 
符号 . 


命题 2.2 ”我们 恒 有 : 


4(9;z,g) = SFC0;z, aT 0;y, y) (9 e 6;z,ye 2). (2.10) 
r=1 
证 由 (1.17) 有 
q(giz 切 = 站 有 
1 k=n 


Oo 


= Fy) (x 天 y,l<k< 7, Xr = Y, 站 U {Xr+m = ) 


r= 二 1 n=1 m=n 


= DD Par#Yy,1l<k<r, Xr =Y) 


一 1 


oo 00 
oo 0 (J {Xr+m 三 分 [Xx zy,1 <k<r,X. - 


一 1 m=n 


2 > OW rT,Y) A (J {Xn = 中 


n=1 m=n 








- SNC; gar ;yy 


7 一 工 
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命题 2.3 对 任何 n>1,z,ye 久 ,0 € 6, 恒 有 


一 一 —> 
p07,9) = > FO(0;T,Y)p" HT 0;y,y) 
k=1 


n—1l 
一 一 一 
= f( (0;z,y)+ Sp 0 ;5,9 HT 0 ;y,Y). (2.11) 
k=1 


证 由 p(0;z,y) = Pm((z, 9),{y} x 6) 及 (2.1) 和 (117) 知 


p™ (0;7,Yy) = P, D(Xn =Y) 

2 Pe (Xe AzYy,l<s<k,X.=Yy) 

k=1 

“Pen Xn = YXs FY,1 < s<k, X=Y) 


(1.17) 
nt < s<k,Xk=Y) 








(wT 0) Xnk = Y) 


一 一 
DO(0;T, Wp (TO;y,y). (2.12) 
k=1 


由 (2.12) 得 知 (2.11) 的 第 一 个 等 式 成 立 . 仿 之 可 证 (2.11) 的 第 二 个 等 式 亦 成 立 . 
命题 证 毕 
再 引 -对 Green 函数 和 一 对 母 函 数 . 令 


G(0;z,F) EE E Sp 有 (In EF) 
n=0 


=) P(r, 0),F) (re ,0 €0,F ex) (2.13) 


n=0 


g(0;7,9) EG(0;7, {y} x 0) 


= p00;7,y), (rye ,0 € 6); (2.14) 
n=0 
mp(G TYNE Dp 0 ;2 WM, (0 € 6,r,y € Y, lA| < 1), (2.15) 


n=0 


mr( 0iz ,21 入 ) 一 2 VD; 人 Nm, (0 € 6,7,y E ,|A| < 1). (2.16) 


n=1 
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命题 2.4 对 (2.15)、(2.16) 定义 的 母 函 数 , 恒 有 


(1) mp( 0;7, 2 入) = bz.y 十 > fCO; Ti YMmp (TO;y,Y, 入 ); (2.17) 


k=1 
一 一 = a 
(2) Him ms( ;5,9 N=m(0 ;ry,1) = (0 ;7,9); (2.18) 
一 bed Ee 2 
(8) lim mp(0;7,9,N = 2 ,p™(0;7,y) = 9(0;7,Y). (2.19) 
n=0 


证 由 命题 2.4 由 命题 2.3 及 Green 函数 和 母 函 数 的 定义 立 得 . 


令 
如 . 其 — 
fain( 0;7,9) = inf f (T* 0 ;zi (2.20) 
一 一 
dmin( 0 ;7,Y) = inf q(T* 0 ;7,Y); (2.21) 
一 一 
gmin( 0 ;7,Y) = inf g(T* 0 ;7,y). (2.22) 


命题 2.5 若 fw(0;z,y) >0, 则 g(0;z,y) > a(0;7,7) (VO € 6,7,y € 
2). 


证 令 


lB) (vy, 5， n) = Ps,, 6) (Ve- a z}, 有 {Xx 天 机 


(zye 和 8 € Be 


则 


q(6; 7,Yy) -ma 人 Ue) 


也 一 1 k=n 


Fe 了) 0 (J {Xx = y}, 站 (J{xX: = 9 


也 一 1 k=n 3 一 1 t=s 


二 2 ey UJ{x: 2 ] 


s=1 t=s 


nen (MU dD foe zy) 


1t=s n=1 k=n 


= g( 0 ;Z,Z) 一 lim lim / 了 5,n) (2.23) 


so00 (7,0 
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因为 {Xn,n 之 0} 是 (8, 多,P, 她 ) 上 的 p- 9 链 , 由 (1.17) 知 : 


/了 7) (y, s, n) 


Pa (* A7,s Su<t X=7, {|{Xx 7 


一 也 


ii 


< 2_P (2,8) ( (Xu FYy,nNnSv<s, XuF7,s Su<t, Xt=7, 


t=s 

门 {Xx z 中 
太一 t 十 1 
(1.17) 





Oo 
PPX Fyn Sv<s Xu r,s <u<t X= 7) 


t 一 3 


“creT) (ie 天 
j=1 
oo 3 一 t—1 
2 (x,0) (Ne z y}， 门人 5 天 x}, Xt 二 = 


一 3 v= u 二 3 





“(1 — f° (TO ;7,y) 
(1 — foin( 0;7,Y)) 


(z， 0) (Ne aj (NN {Xo 2}{X -| 


83 一 工 Oo 
(1 fain( ;7,9))P., 3) (nN {X, #9} {Xe = 本 
< (1 fain(O;z, V8) sn). (2.24) 


在 (2.24) 中 先 令 s 一 co 再 令 n 一 o0 得 


人 


人 


lim lim n ls, B)(Y s， n) < (1 — fhin( 0; 7,y)). 


N00 8—00 


但 是 
(1 — frin(0;7,y))>0 


所 以 
lim lim/ B) (Ys,n) =0, (2.25) 


NO0 3 一 OO (z, 


由 (2.24) 和 (2.25) 即 得 命题 2.5. 


命题 2.6 车 fi(0;7,7) = 1, 则 g(0;y,7) = f°(0;y,z) (Ye 于 ) 且 
gmin( © ; 1, 7) 一 1. 
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证 设 记 (0;z,7z)=1. 令 


Tz(1) = inf{n >1: XAF7,1 <u<n, Xn = 7}, 
Tz(k) = inf{n > Tk—1): XAF71 Su<n,Xn=7r} (k>2), 
=#{n>1:X,= 7), 


则 
Pera(zD<oo= 广 "biz =1 (ys>0) 
车 


Ps rsB) (Te(k) < oo)=1 (vs>0), 


则 由 (1.17) 可 得 


一 
Pr (Ta(k+ 1) <00) = DSTO; go) Poretn) (Ta(h) < oo) 


n=1 


= 1 (Ts 0;7,7)= f°(T0;7,7)=1 (Vs>0). 


所 以 对 一 切 k > 1, 都 有 
P, rsB)(Tz(k)) = 1, 


从 而 
gq(T" 0; 7,7) = dim n Ps TnB)(Tz > k) 
三 P, (Tb) <oo)=1 (vn>0), 


se 0 (z,Tn8) 


所 以 qmin( 0 ;7， z) = 1. 显然 由 命题 2.2 还 有 


一 一 一 
q(0;y,7)= >》 f™(0;Yy, 7)aT™ 0;7,7) 


n=1 
= (0;y,7) = f°(0;y,2). 
n=1 
命题 2.7 若 广 (0; zr,7)=1 有 f*(0°;7z,y) > 0, 则 


一 人 一 人 一 
foin( 0 ;7,Yy) = qmin( 0;7,Yy) = qmin( 0 ;7,7)=1. 


证 显然 , /08;cg) > qmin(9;2,y). 又 因为 15,(0;z,y) > 0, 所 以 由 命 
题 2.5 有 
gmin( © ;1,Y) > qmin( 人 ; x,7). (2.26) 
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而 今 假设 fa(8i cz) = 1, 则 命题 2.6 知 
gmin( 0;7,7) =1. (2.27) 
由 /5 (0 ;zy) > qmin(0;z,y) 和 (2.26)、(2.27) 知 命题 2.7 成 立 . 
命题 2.8 对 任何 日 e 6,ziye 光 , 恒 有 


,一 人 一 人 一》 
广 (gm 妇 =pD(08;m 人 +》 pV(0; zf (TO; uy). (2.28) 
4 天 9 


证 由 户 (g;z 人 、p0D(08;z,o 的 定义 和 (1.17) 式 立 即 可 证 命题 2.8 成 立 . 
命题 2.9 对 任何 日 E 日 ,z,ye 必 ,C € of x 鹏 总 有 
Q(0g;zC) = F"(0;7,C) 


-和 pm(0gicg 10, (TT F(T"0,y,0)). (2.29) 


n=1 ye€E 


证 记忆 3) 为 关于 已 .7 的 期 望 算 子 , 则 (2.29) 左 方 为 : 


= 1- P, 7, (0 NN {(X, ra) 


n=1 k=n 
OO EN 
ee 机 {CK TO ic) 
k=1 
-DP, (Xn,T" 0) eC, (Xi, TO)EC,K > n) 


OO 
人 一， 一 
= F'(0;7z,0)— > BE., 5) [i 
n=1 


“P, Bp((Xe, TO)EC,k > nl(Xn,T" 0))| 


= F(0;X,0)— DE,3) (es “(1 F(T 0; Xo ol 
n=1 
= Fr(0;5,0) -DD Eon (1 (Xm) lo (TD)) 


1 一 17E2 
“(1 — F(T"0; 和 
2. Ce nN np 
3) Fe (FB,y, CO) 二 》 "pm(9izg)1o(T"5) 
n=l1yE€E2 
‘(1— F(T"0;y,0)). 
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(2.29) 证 毕 . 
在 (2.29) 中 取 C={y}x 日 得 


q(G;z,9) = f° (0;,y) — Sp (0;, WL f° (TO;y,)). (2.29)" 


n=1 
命题 2.10 对 任何 ze ,日 E66,BE 吕 ,有 


F*(0;7, 2 x B)=1 ~ (0). (2.30) 


证 由 于 P (=9)=1 所 以 


(x,0) 


P DCE ecCl)=lc(9) (YC eS). 


因此 
六 (gz 和 x FB) 
= Pi, (Ue T"€)eY x 本 | 
= P, 3 (Ves E 5 
= Pi (Ue < ne) 
=1w 0). 
U T-7B 


命题 2.11 设 7(B) = B(x 多,Be 哆 , 即 是 的 Ps 边缘 分 布 .车 
x 二 ToT-1 (注意 元 是 (加 , 确 上 的 概率 测度 ,人 是 日 到 G 的 推移 算 子 ,当然 
是 (G, 殉 如 上 的 随机 元 , roT-1 就 是 工 的 x 分布 ), 则 下 列 陈述 等 价 : 

(1) r({0 €6:f°(0;0,7)=1})=1; 

(2) r({ 人 E 6 : g( 0;x, 1) =1})=1; 

(3) r(g € 0: foin(0;7,7)=1))=1; 

(4) ff 人 GE 6 : qmin( 0 ;7, 7z)=1})=1. 


证 先 证 :-(1) 之 (2) 和 (3). 设 (1) 成 立 , 则 可 取 4e 勇 ,r(4) =0 使 


广 (Biziz)=1 (VOEA). 


令 B= UT-"4, 则 x(B)=0, 且 由 (2.29)* 和 (1) 成 立 有 
nE€ 
q(0;72,7)=1 (vOEB), 
此 即 (2) 成 立 . 又 
n({0 : foin(0;7,7) =1}) 


= (Nereis 三 和 二 二 


7TLEZ 
此 即 (3) 成 立 . 
因为 
广 (8;mz) > max{q( 0;7,7), foin( ;7,7)}, 
故 由 命题 2.6 可 证 


2)= (DD; (3)= (DD; (3)= (4. 
而 “(4) => (3)” 是 显然 的 . 命题 证 毕 . 


命题 2.12 若 "= roT-1, 7({ 0 : f°(06;z,y) > 0}) = 1， r({ 8 : f°(0;z,7) 
二 1})=1 则 
7({0 :f°(0;y,7)=1)=1. 


f°(T10;7,y) >0, 
一 人 
Go= 门 49s6:Fegimnz)=1，， 
abgizz)=1 


则 由 zoT-! = 及 命题 2.7 知 r(Go) = 1. 
对 任 一 人 € Gu 令 


证 令 


M(O) Ef GF;z,Y) =0,V < s <n, fF;z,y) > 0), 
显然， 
M:600 {1,2,...} 
是 关于 o 代数 如 0o 门 是 可 测 的 . 
(注意 : 本 书 恒 用 下 列 记 法 , 对 o 代数 9 中 任 一 集合 A e 9,A 门 9 定义 为 
{B= ANC:C egy}.) 
今 z,y e 和 是 固定 的 , 而 M(6) 有 时 简 记 为 M. 记 


一 一 -他 
a(0) EE FAMEN GG,; zy) = Ja000;my)， 
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则 由 (1.17), 对 任何 6 e 6o。 有 


—> 
f°0(0;z,Y) 
= P,a(Xs FYy,VI Ss < M,XM =Y) 


0< a(g) 


人 


“0) (* zyVI < s < M, Xu = ( {Xn = 9] 
n>M 


直人 地 8) (m = Y, 站 co za 可] 


n>M 


Oo 
1.17 
Sf00(0;z,y)P wm ( Ute) 
n=1 
ho 


n>M 
fOD(0;z, yf (TO;y, 7) 


人 入 tc 7 


k=1 n=k 
大 a(O)f’ (TMO ;2 Z) 十 (1 一 gq( 0:;7,7)) 
= a(O)f°(T™ 0;y,2), 


而 ao(9 ) > 0, 由 上 式 知 


人 


Fw6iyz)=1Y5 € 60). (2.31) 
但 是 对 每 个 Cy € Gu 有 


TM(S)6, 2 站 Tk6o, 
kEZ 


而 +=roT-1,r(60) =1, 故 (7T*60) =1, 从 而 
(TMI)60) =1 (vO € 60). (2.32) 


由 (2.31) 和 (2.32) 即 得 命题 2.12. 


命题 2.13 藻 r(f 8 < 6: g(0 ;7, y) = 00}) = 1, 则 存在 一 个 欧 可 测 函 数 
5 一 s(0), 使 
ps0)) (8 TYy) > 0， T 一 8.8.. (2.33) 
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证 因为 
r((F eB: Spy) = 00)) =1, 
pV (0;z,Yy) 是 了 的 嚼 可 测 函数 ， 
所 以 , 若 令 


s(F)=minfn>1:pO(0;7,Y) =0,VI < u < np (0;z,y) > 0), 
则 s = s(9 ) 即 为 所 求 . 
附注 2.1 若 r=ro7-l 则 由 命题 2.11 和 Borel - Contelli 引 理 知 : 


A({0 e6: f°(0;7,7) =1})=1 
Sn({0 ee0:g0;7,7)=1})=1 
和 > A({0 e6 : g(0 ;2,7) = 00})=1. 
但 是 , x({ 66 : g(0;z, 7) = ool) = 1 未 必须 泣 了 r({f9 e06: f°(0; Z,2Z) = 
1}))=1. 
反例 如 下 : 取 = f{a,b},a#b,6={0,1},B(4xB)=v(4)r(B),v 是 儿 
上 的 离散 布 , r = 32,Y({0}) = 7Y({1}) = > 则 易 证 +oT-!=7,7({9 €6: 
g(0; a,a) = 00})=1, 但 A({0 e6: f°(0;a, a) <1})=1. 
定理 2.1 设 r=noT-!l, 且 x({0O€E6:f (0;7y) >0}) =17({0 € 
6: f°(0;7,7) 二 1})=1, 则 
(D r(f9 € 6: fon(D;z,2)=1) = 
(Or({F eB: fon(Dys) =1}) = 
(3) {0 € 0: fmn(0;7,9) = 1D)=1; 
(4) rr({0 €E O: fuin(0;y,y) =1})=1; 
(5) 把 结论 (1) ~ (4) 中 的 fiin 换 成 qmin, 上 面 四 个 相应 的 结论 仍然 成 立 . 
证 因为 
E 6 : foin( 0;u, J) 到 1} 
e6: f°(T*0; u,v) = 1}, 


所 以 , (1) 可 由 x = moT-! 直接 得 到 , 而 (2) 可 以 由 r = ro7T-: 和 命题 2.12 
得 到 . 
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(3) 由 命题 2.5 知 : f°(9;2,y) > q(0;2,9) > gq(0 ;7, 7), 一 as 


由 命题 2.11, 有 
"({0 € 6:7°(0;7z,y) =1}) 
>7({0 € 6:g(0;z,7)=1}) 
="({0 €6:7°(0;7,7) =1)}) 
= 
仿 (2), 用 =xoT-! 可 证 (3). 
(4) f°(0;y,Y) 


> FP, 3) (0 {Xn = WU {Xn = ] 
n=1 n=1 


— as Oo 
4 本 2 (xlss<nara 由 {Xs 和 人 
你 一 


s 二 nn 二 1 


=f(0;9%7)— fCO;Y, 7) f° (TO;z,y)) 
n=1 
= f°(0;y,7), TF 一 8.8.. 


所 以 由 7 =xoT-! 及 上 式 可 得 (4). 
(5) 由 (1)~(4) 及 (2.29)" 立即 可 证 得 (5) 成 立 . 
推论 2.1 在 定理 2.1 的 条 件 下 , 恒 有 : 
A({0 € 6 : gmin( 8 ;7， y) = ooj) 

一 r({f 8 [2 6 ， guin(8 ; 7， 7) = 00}) 
== x({0 € 6 : gmin( 0 ;Y, Z) 过 o0}) 
= x({0 € 6 : gmin( 0 ;Y, y) = o0}) 
三 上 : 


证 由 Borel - Contelli 引 理 知 : 
“gq( 6;7,y) = Fe 了) 可 (J {Xx = 中 > 0 


n=1 k=n, 


蕴涵 了 , 
一 人 
“G( 0 ;7,Y) 一 2_ Ps 5)(Xx 一 y) 一 co7 . 
k=0 


所 以 , 推论 2.1 可 以 由 x = ro7T-l 和 定理 2.1 (5) 推出 . 
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推论 2.2 车 天 = noT-l, rn({0 e6: f°(0;7,7) 二 1})) = 1, 且 存在 es>0 
使 
n({0 :f°(0;2,y) >e})=1, 
则 定理 2.1 和 推论 2.1 的 结论 全 部 成 立 . 
证 由 “=xoT-! 和 A({0 : f°(0;7,y) > ec}) = 1” 可 以 推出 
n({0 € 6: fin(0;7,y) >0))=1. 
因此 , 推论 2.2 可 以 由 定理 2.1 和 推论 2.1 而 得 . 
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在 第 六 章 的 经 典 的 Markov 链 中 , 我 们 已 经 看 到 状态 的 分 类 的 重要 性 , 它 
对 Markov 链 的 理论 研究 , 特别 是 对 Markov 链 的 极限 理论 的 研究 , 有 重要 意义 . 
自然 地 , 对 随机 环境 中 的 Markov 链 , 我 们 也 要 研究 状态 的 分 类 ， 但 它 比 经 典 
Markov 链 的 状态 分 类 要 复杂 得 多 
本 节 沿袭 前 二 节 的 符号 . 如 不 特别 声明 各 种 符号 的 意义 均 与 前 二 节 相同 . 
还 需 强调 指出 : (及 , ), {(X,TE);n > 0} 分 别 是 定理 1.1 中 所 构造 的 
MCRE 和 SPMC, p(。) 是 MCRE 的 随机 转移 矩阵 , pm(9;zg 如 (1.2) 所 定义 ， 
P3(.) 是 由 (1.7) 所 定义 的 双 上 的 概率 测度 , PO" ((z, 9 ), 瑟 ) 是 由 (1.8) 所 定义 
的 转移 函数 , P。3)(*) 是 由 (1.12) 所 定义 的 of x 劳 上 的 概率 测度 . pl")( ;zx,y) 
和 户 (m((z, 9), 下 ) 的 概率 意义 分 别 是 : 
pF ;zy) = 3)(Xn = 9); 
Pm((z, 0),F) = P, F(Xn,T"€) €F). 
下 面 回顾 一 些 常用 的 符号 的 定义 . 
Fo)((z, 0),G), FF;z,y), Fr((z, 0),G), f°(0;7,y), Q(z, 9),G)， 


gq(9,z,y) 的 定义 分 别 见 (2.4)、(2.5) 、(2.6)、(2.7)、(2.8) 和 (2.9). 
本 节 恒 设 T = ”oT-l. 


定义 3.1 固定 任何 z,y € 多, 称 z 可 达 刀 记 作 7z 一 y, 如 果 x({0 E 


引 :F8izW>0)=1 称 z 齐 性 可 达 轴 记 作 z 23 和 如果 9e: 
jgizg) >0))=1 称 z 正 性 可 达 刀 记 作 z -了 ,如 果 存 在 E> 0, 使 


一 人 


r({9 ee 6:f(0;r,y) 2e))=1. 
命题 3.1 对 任何 z,y e 多 , 恒 有 


Dl 


zy/ 一 2 全 7 一 外 
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证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
命题 3.2 若 z 一 办 一 2z, 则 z 一 >z. 
证 由 zx 一 y,y 一 z 得 
7({0 € 6:71°(0;7,y) >0)) 
=7({0 € 6:7°(0;y,z) >0}) 


并 
必 


Go= (| {9 € 6 :7 (0;7,9)f"(0;y, 2) >0}, 
则 由 x = "oT-! 可 知 
(60) = 

任 取 8&6o, 存 在 w=u(9),v ee 

fOCG;T,Y) >0, jos) > 0. 
更 有 

pO 0;z,Y) >0, pV THO;Y,z) > 0 
由 (1.2)、(2.3) 和 (1.17) 得 

ptv) (GF 0 ;7, zZ) 之 Ps, 3)(Xu 一 Y， Xutv 一 名】 

=P, »,(X, =YyP X, = 2) 


(1) (Te 
= p(9(06;zy)peo(T" 6; z) > 0 


因此 , 由 命题 2.3 知 : 存在 w < w+vw, 使 
fW (0;z,z) >0 (VO € 60). 
更 有 r ， 
f°(0;7,z) >0 (v0 € 60). 
由 x(60)=1 得 xz 一 z. 
命题 3.3 车 zaWy 23 > 则 zz 
证 设 z 3 wy za3z. 令 


一 一 


60={0 e606: fn(0; 7 Yn( 0;y,z) > 0} 
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则 x(60) = 1, 且 对 任何 了 e Go 存在 =e(9) >0, 使 
f(TIO;zy) >e (VieZ), f(T*0;y,z)>e (Vke2). 


但 是 对 任何 "+e Z, 由 (1.17) 有 


F: (T7 5; 7,Z) = A =] 








> Po re) (Ue =Yy)}, Ut = 2 
1 k 
= en) (Ut = 小 Ux 一 
1 k 
ne 2 (z,Tr 了 ) (* AzY,1<u<s, X=Y, Ut = z} 
(1.17) (s) /Pr 
ED (TGsmy) 
“Po, Tstr) (U {Xn = _ 
a (s) /mr (n) s+7 个 
号 目 并 7 (TO; 3 (Ts+" 0 ;y, ) 
1 
= lim SFT 0 ;2, y)f" (T+ 0;y, 2) 
[一 co | 
之 2 (vO € 60). 
所 以 
,下 — 
fhin(0;7,2) >0 (V0 € 00), 
故 z 23 z. 


命题 3.4 若 z 玉 yz 则 zz 一 z. 
证 设 z -yy -> 则 存在 <s> 0 不 依赖 9, 使 


r({9 E06: (0;79)f(0;y,2) 0) =1. 


少 


61= (| {0 €6:7(T0;7,y) > ,f°(T*O;y,z) > e} 


j,kEZ 
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则 由 x =xoT-! 得 (61) =1. 任 取 人 如 ec 61, 存在 w=u(9) 和 w=v(6), 使 


因此 , 由 (1.17) 得 


uv Uv 
ron (Ue)> ea 6) (Ut = Yy}, Ut 


utv 
0) (xsass<s 和 er-y Un- 


| 
SE 
2 


Ww 
| 
ot 


l=1 
wu 也 十 孔 
之 2 ,0 (xu <hr (J t=] 
3 一 1 l=s+1 
(1.17) 也 也 十 7 一 3 
= ;TYy)P (y,Ts, »( U co- 了 
E2 
> 7 (ge6i) 
所 以 ， 
r(17s3:r(gina> 邱 ) 278) = 
从 而 z 二 > 命题 证 毕 


定义 3.2 称 状态 z 和 4 是 互通 的 , 记 作 上 司 y, 如 果 z 一 yy 而 且 y 一 工 
仿 之 可 定义 Ty 和 Ty 


定义 3.3 称 状态 > 是 非 本 质 的 ， 如果 对 任何 ye 多 ,有 mrfg €6 
gq( 可 ;yz) =0}) =1; 反 之, 称 z 是 本 质 的 . 

称 状态 z 是 常 返 的 , 若 A({0 e6: gq( 0 ;7,7) =1))=dH1 反 之 , 称 z 是 暂 
留 的 . 


称 常 返 状态 z 是 正常 返 的 , 如 果 


A (ez e6: lim inf(1 一 Nmp(T* 0 ;z， Z, 入 ) > 0)) 
=1 (vk>0), (3.1) 
其 中 mp(0;z,y, 入 ) 之 定义 见 (2.15). 车 (3.1) 不 成 立 , 则 称 z 是 零 党 
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命题 3.5 若 对 任何 n > 0, ke Zr,y € 和 有 pW TKD; 1,y) 一 
p(™ (0;z,y), 则 


二 -1 
lm inf(l 一 Xman( 0 ; Z,Z), 入 ) 一 (S nf WO;z, 中 (3.2) 


n=1 
证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
命题 3.6 若 z 是 正常 返 的 , 且 z 2 y, 则 也 是 正常 返 的 


证 根据 命题 3.6 的 假设 , 定理 2.1 的 条 件 全 部 满足 , 仿 定 理 2.1 之 证 , 存在 
两 个 正 的 用 可 测 函 数 s = s( 了 ) 和 + 上 = tTstn(9)), 使 


po(6i0z) >0，p(Tetn(5)mg>0 3) 


(vO € Gor(Go) 一 1). 由 定理 2.1 知 y 是 常 返 的 . 
由 于 z 是 正常 返 的 , 所 以 又 存在 61, 使 (61) = 1 且 对 任何 9 e Bi, 任 
何 k>0, 有 
tin inf(1 一 Nmy(T* 0 ;zz 和) >0. (3.4) 


注意 : 用 (1.17) 可 证 ; 


一 35 一 
mp(T* 0 ;9y,y,N) = > p(TEO;Y, YM 


n=0 
一 
> >》 pV TO;Y, YM 
n=s+t 
oo 
一 Po, rxB)(Xn = 
n=s+t 
oo 
之 2 (y,T 7)( Xs = 7, Xn-t = 7, Xn = YN 
n=s+ 
oo 
(1.17) 








2 “re (Xs = T)P TrtsD) CX 一 了) Xn_s 一 2 和 
一 5 十 t 








n 二 s 十 
(1.17) 之 
2 Po,, Tk0 3)(Xs es = 2)P (zx,Tk+s 0 D(Xn-t—s = 7) 
+t 


, Ps Trtstt® 0 )(Xt = = XN 


oo 
> [9 (Te ; y, Z)》Xs 。D(n 一 二 5) (Te+s 0 T， TMs 


n= 二 3+t 


pt) (Te+s+t DO :1,Y) | 


p(s) (TO 0 ;2 zr)Xs (mp(T*+s Di ZZ, 入 ))。 pl (Thtstt@ ;7 ,YAX. (3.5) 
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由 (3.3)、(3.4)、(3.5) 可 知 : 若 取 理 。 = 6mn 6o 则 x(62) = 1, 且 对 任何 
0 = 6,, 大 > 0, 都 有 


lim inf(1 — Nmp(T* 0;y,y,N) >0, 


此 即 y 是 正常 返 状 态 . 命题 证 毕 . 


定义 3.4 称 状态 集合 J C 多 是 封闭 的 , 如 果 7({6 € 6 :g(0;z,y) = 
0}) = 1 对 一 加 2 € J 和 yeJ 成 立 ， 称 J 是 弱 封 闭 的 ， 如果 r((g e 6 : 
g(0; ;5,9) = 0)) > 0 对 一 切 z € 了 和 yeJ 成 立 . 称 J 是 M 封闭 的 , 如 果 
r({fge6: fo (0; Zz,y) = 0}) > 0 对 一 切 xz E JyEJ 成 立 . 


命题 3.7 恒 有 下 列 诸 结论 : 

(1) J 是 封闭 的 全 J 是 弱 封闭 的 沪 J 是 M 封闭 的 . 

(2) 下 列 陈 述 等 价 : 

(i) J 是 封闭 的 ; 

(ii) 存在 集合 61 使 r(G1) 一 1, 而 且 Dp (THO; 1,y) = 0 (vn > 0,r€ 
DYED kez, 0 € 01); : 

_(ii) 存在 集合 61, 使 7(61)=1, 而 且 f(Tk0;z,Yy) =0 (Vr € J,yEJ ke 
Z, Te 61). 

(3) 下 列 陈述 等 价 : 

(i) J 是 弱 封 闭 的 ; 

(ii 对 任何 z € J yeJ, ez 一 多 不 能 成 立 ( 即 rz 不 可 达 yy); 

(4) J 是 M 封闭 的 怠 对 任何 zeJWEJ ez 2 凡 不 能 成 立 . 

证 明 甚 易 , 诸 者 可 作为 习题 验证 之 . 

定理 3.1 恒 有 下 述 诸 结论 : 

(1) 车 x({0 E66:g(0;z,z) <o0))=1, 则 Zz 是 非 本 质 的 ; 

(2) 下 列 陈 述 等 价 : 

(i) 状态 x 是 常 返 的 ; 

(i) xz({0 €6:7°(0;7,7)=1)=1; 

(ii) rs({F €E 6 :9g0;7,7)=1)=1; 

(iv) r({O € 6 :fun(0;7,7) =1})=1; 

(VW) r(fg eB:gmin(0;7,7)=1})=1. 

(3) 下 列 陈述 等 价 : 

(i) z 是 非 本 质 的 ; 


(iD 六 {0 e0: gq(0;y,7) = 0) a 
yEY 
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(ii) x({0 € 6:g9(0;7,7) =0})=1. 
(4) 车 是非 本 质 , 则 z 是 暂 留 的 ， 


证 (1) 由 于 
gD 2) = 2 2) 
-> wD) (Xn = 7), 
所 以 由 假设 知 
区 (3 e6: DP, p(X =z) < “| =1. (3.6) 
se 


由 Borel - Contelli 引 理 和 (3.6) 知 


n({0 € 6:g0;7,7)=0}) 


-人 (全 5 OD (Pi {Xx = 可 = 中 =1. (3.7) 


q(0;y, 7) = F,,3) 四 (J {Xx = 9 


n=1 k=n 


一 Sn (Kt ole uhm 站 Ue- 


{=1 n=l+1 k=n 


QD 0D ; 21 2 Rn ( Ue- 


n=1 k=n 


但 是 








一 > fO(0;y,r)q(T! 0; 7, 7) (vg € 2 ). (3.8) 


由 二 xoT-! 及 (3.7) 得 知 : 存在 60, 使 (60)=1 且 

gq(T'O;7,7) =0 (Vi>1,0 € 6o0). (3.9) 
以 (3.9) 代入 (3.8) 得 

gq(0;y,7)=0 (VO € Go0,ye Y). 


而 x(60) = 1 所 以 z 是 非 本 质 的 . 
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(2) 可 由 命题 2.11 而 得 . 
(3) 在 (1) 的 证 明 中 已 经 证 明了 : 由 
rn({0 <c6: d(06; 7r,7)=0})=1 
可 推出 
n({0 06:g0;y,7)=0)=1 (We 2%), 
所 以 (3) 成 立 . 
(4) 由 (2) 和 (3) 可 推出 (4). 定理 证 毕 . 
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本 节 仍 沿袭 前 三 节 的 符号 , 而 且 恒 设 : 

(1) +=7oT-!, 

(2) 0 一 1 律 条 件 成 立 : 对 任何 正 整数 n, 任何 z,y € 光 , 总 有 

nr({0 e6 :pV (0;z, y) >0}))=0 或 1. 

定义 4.1 设 状态 z 满足 : A({0 e6: g(0;7, Z) 二 00})=1. 称 

GCD.{n21:7({0 E606:p(0;7,7) >0) =1} 

为 z 之 周期 , 记 之 为 dz, 其 中 G.C.D. 表示 最 大 公 因 子 . 

注意 : 常 返 状态 z 的 周期 总 是 有 定义 的 . 

定理 4.1 设 z 是 常 返 状 态 , 且 z 23 人 则 do = dy. 

(注意 : 在 定理 的 条 件 下 , y 也 是 常 返 状态 , 而 3 z. 所 以 z 和 4 的 地 位 

证 为 证 定理 , 只 需 证 明 

er({f 0 <c : pO;y,Y) > 0 = 工人 dm. 

(此 处 及 今后 kln 表示 能 整除 m.) 


事实 上 车 上 述 蕴 涵 关 系 成 立 , 则 do|d. 由 于 ds 和 dy. 地 位 的 对 称 性 , 亦 有 
dy|dz, 从 而 d = dy, 下 面 我 们 来 证 明 上 述 划 涵 关 系 . 


设 
"({0 6:p(0;y,y) >0)=1. (4.1) 
由 命题 2.13 和 推论 2.1 和 0 - 1 条 件 可 知 : 存在 正 整数 。 和 + (不 依赖 9 ) 使 
"({0 € 6:p)(0;7,y) >0))=1, (4.2) 


n({F €eE 0:p Ttn0;y,7) >0})=1. (4.3) 
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但 是 , 由 (1.17) 知 
pet (0; 5) > [pF pT Osy, pOTt" Gs;y,2)|. (4.4) 
由 (4.1)~(4.4) 可 推出 : 
an({0 Ee 0:pstntd)0;z,7) > 0 =1. (4.5) 
所 以 dz|(s 十 对 十 加 . 
但 是 , 由 =xoT-!,(4.1) 及 
pV GY,Y) > p00;y, Wp (TO;y,Y). (4.6) 
可 推出 
7({G;e 6 :p20 (0;y,y) >0)) =1. (4.7) 
而 
pst2n+0) (0 ;miz) > lp (0; zy) pT O;y, yp (T+ 0;y, z)|， (4.8) 
仿 前 可 证 
r({f 8 E 6:pet2ntd) 0,7,7) > 0})=1. (4.9) 
所 以 dzl(s 十 2n 十 , 从 而 dzIn. 定理 证 毕 . 
定理 4.2 令 .NC 必 为 全 体 暂 留 状 态 , 多 为 全 体 常 返 状态 , 绍 | 为 全 体 正 
常 返 状态 , go 为 全 体 零 常 返 状态 , 则 
2 = NU = NU oH), (4.10) 
而 且 
(1) z EyE NS“z 3 Yy 不 可 能 发 生 ;” 
(2) zeE Bo,y ER 7 yy 和 yz 都 不 可 能 发 生 ”; 
证 (1) 由 定理 2.1 知 : 当 ze 多, 且 zy 时, y 必 为 常 返 状态 , 所 以 (1) 
成 立 . 
(2) 当 y e | 且 y 23 zx 时 , 由 命题 3.6 知 ze 多 |. 因此 ze Go 和 ye 绍 | 
弄 涵 了 y "Sz 不 可 能 发 生 . 
因为 由 定理 2.1 知 : ze Bo 和 zy 蕴涵 了 vy 到 7 而 今 ye 多 ,所 以 
ZE 角 . 这 与 x € o 的 假设 矛盾 , 所 以 x 3 y 不 可 能 发 生 . 


由 定理 2.1 和 命题 3.3 及 定理 4.2 易 见 : 关系 Ss 在 有 中 (在 纪 | 中 也 一 
样 ) 是 一 个 等 价 关 系 , 所 以 Bo( 多 | 也 类 似 ) 可 以 分 解 成 一 些 等 价 类 : 


Ho = UJ Ho(i), 5+ = (J 2+()), (4.11) 


iET'o ITET1 
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2,4 同属 于 某 个 等 价 类 G0(i) (或 某 个 多 | (7)) 的 充分 必要 条 件 是 : 


min 
TY, 


此 处 Fe 和 Ta 是 可 数 无 穷 集 或 有 限 集 . 
由 定理 4.1 知 : 周期 ds 不 依赖 于 z 而 只 依赖 于 z 所 在 的 某 个 等 价 类 9g0(i) 
(或 级 |())). 所 以 , 当 ze 90) (或 到), 我们 可 以 把 ds 写成 do(i) (或 dr()). 


定义 4.2 对 于 任意 的 zy E V0(i), 令 
Hiy = G.C.D.{n>1: x({0 e6 :pV (0;z, y) > 0}) = 1}, (4.12) 
若 
do(i)|Ha,y, 
则 称 z 和 ?具有 关系 心 , 记 作 z 久久 
命题 4.1 关系 心 是 0(i) 中 的 一 个 等 价 关系 . 


证 (1) 由 于 对 任何 ze 00),do(i)|Hzz, 所 以 z = zx, 亦 即 关系 心 有 自 
返 性 . 

(2) 对 于 任何 zy e joQ2), 如 果 z 心 y, 则 rn({0 : p(k) (0 ; z,y) > 0})=1 苑 
涵 了 do(2)|k. 

假定 mr(f 8 e6 :pO 0;y, zr) > 0}) = 1. 由 (1.17) 有 : 


pt+D( 63oiz) > pO; ,yp THO;y, 2), 
所 以 ,用 r =ro7-l 可 证 
x({0 e6 : pH+D) (0 ;7， 2Z) > 0)=1, 


从 而 do 人 Gil( 开 十 六. 所 以 do 让, 从 而 do()j| 可 ,zz， 因 此, y sz. 这 就 证 明了 关 
系 2 的 对 称 性 . 
(3) 对 于 任何 x,y,v € 铬 (人 若 zs 思 su 要 证 zs 为 此 只 需 证 对 任 
何 满足 
rn({0 eB:p" 0,7,u) >0D=1 (4.13) 
的 7, 都 有 do(i)lr. 由 于 (2) 中 已 证 关系 汪 有 对 称 性 , 故 wv 守 y,y 7 7,y,vE 
ol(i 让 . 仿 (4.2) 和 (4.3) 式 并 注意 x = xoT-! 得 知 : 存在 正 整数 s 和 + 使 


nr({0 e06: (9) (Tr 0;u, y) > 0})=1, (4.14) 
nr({0 € 0:pOTrt 0,y,7) >0))=1. (4.15) 
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但 是 用 (1.17) 可 证 
pr+e+9(6 ;zz) > |pD(girW.peG7 6iu y) pO (T+ .63 z)| . (4.16) 
由 (4.13)~(4.16) 知 
nr({0 E60:ptstt0;r,7) > 0 =1. (4.17) 
由 sszzS%Z 和 (4.14)、(4.15)、(4.17) 和 站 = To7-1 知 : 
do(i)|s, do(i)lt, do(i)|(r + s+t), 


所 以 
do(i)|r. (4.18) 


这 就 证 明了 ~ 有 传递 性 . 由 (1)、(2)、(3) 知 关系 s 是 一 个 等 价 关系 . 命题 4.1 
证 毕 . 
命题 4.2 对 任何 x,y € 0(i) ( 当 xz,y EE 好 1(j) 时 亦 有 类 似 的 结果 ), 总 有 : 
(1) rn({0 € 6 :p000 :7,y)pH 0;y,r) > 0 =1 荤 活 了 do 人 il( + A); 
(2) r({0 € 6 :p00 :zy)poa06izg) > 0}) = 1 涵 了 do(i)|(ni — 
n2); 


(3) 存在 M(z), 使 得 当 上 之 M(z) 时 有 : 
An({0 €6:prLN) Gz, 7) > 0 =1; (4.19) 
(4) 存在 rw 使 
r({geg:pm(6biz 人 >0)=1 


蕴涵 了 n= 7,(mod do(i)); 
(5) 存在 K(xz), 当 n > K(z) 时 有 : 


(0 €6:p"d)tr) 0; zr,y) > 0})=1. (4.20) 
证 (1) 设 (1) 中 的 条 件 成 立 , 由 (1.17) 式 及 x =xoT-! 得 


一 人 rg 7 
p+)( 0 ;7,7) > pO (0;7, yp (TO;y, 7) 
> 0， A—a.s.. (4.21) 


所 以 do 人 (十 帮 ). 
(2) 由 于 z,y € 2 人 仿 (4.2) 式 , 存在 正 整数 v 使 


rfgeE:po0ginz>o0h)=1 (4.22) 
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由 (1.17) 及 "=r"oT-1 知 
p+) (5i7iz) > pe) (0;z,y)p) (T™ 0;y, 7) 
>0, Axa.s. (s=1,2). (4.23) 
所 以 由 do(i)(= dz) 的 定义 知 
do(i)|(n1 +v), dns +%), 


从 而 do(i)|(ni 一 12). 
(3) 由 do(i)(= dz) 的 定义 得 知 : 存在 nj,n2,… ,nw, 使 


r({f 8 e6 : pe) (0 ;zz) >0)=1 (1<s<w), (4.24) 


且 
do(i) =G.C.D，{nam2…… ,nu}. 


由 初等 数论 的 一 条 熟知 的 定理 可 知 : 存在 M(x), 对 任何 正 整 数 k > M(z) 总 有 


kdo(i) = Csns, (4.25) 


3 一 1 
其 中 C。 是 依赖 的 非 负 整数 . 因此 , 由 x=xoT-! 及 (4.24) 和 (1.17) 得 


(全 Csns 
也 3 一 1 


pkdoG)(8;z,z) = 0 


C7 s—l1 
Crnr 
二 ][wC 马 in， > 0， 和 一 8.8.. (4.26) 


8s 二 1 
(4) 因为 z,y e 0(i), 因此 存在 n', 使 
A({0 < : p(™) (0 ;7,y) >0)D)=1. 


取 7,=n, 则 由 (2) 知 go —7y), Bh mm = n(mod do(i)). 
(5) 因为 z,y € Go 所 ), 所 以 


n({F € 6 :frin(0;r,y) >0))=1, 
再 由 (4), 存在 (k'do(i) 十 7y) 使 
xf € 0:prddtr) (0; 7,y) > 0 =1. (4.27) 
取 K(z) = 十 MM(z), 则 当 n>K(z) 时 , 由 (3) 及 (1.17) 和 (4.27) 可 证 : 
xr({g eg:pndDt+tm0g;iz 几 >0)) =1. 


命题 4.2 证 毕 . 
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命题 4.3 对 任何 x,y E 0(i) ( 当 zy e 多 (人 ) 亦 有 类 似 结果 ), 车 了 z 忆 2 包 
证 由 z,ye 儿 人 ,zs 可 取 正 整数 了 使 


r(( ;poO(giz 人 >0)=1， (4.28) 


由 命题 4.2 (3), 我 们 可 以 取 加 , 使 


一 


r(f 8 E : pkodo(G)( 0 ;7, ZJp((ko+DdoG)( 0 rz,7) > 0}) = |. (4.29) 


因此 , 由 (1.17)、(4.28)、(4.29) 可 证 : 


a({0 :p+ 0;z,y) > 0 =1, 
n({ 0 :plot dat 0;,y) > 0}) =1, 


所 以 由 Hy 之 定义 和 上 述 两 式 知 Hoy|do(i). 而 x 心 y 蕴涵 了 do(i)|Hzy. 总 之 
Hw = do(i). 命题 4.3 证 毕 . 
命题 4.4 设 x,y,z Eo0(i) (zi 力 ze 罗 (人 ) 亦 有 类 似 结果 ), 若 
r({f9e6:pe0(058izg>0])=1 
r({fgeGS:pka)(05;izz>0h)=1， 
而 且 ki1 = k2 (mod do(i)), 则 1 包 5 
证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 


命题 4.5 0(i) 和 多 101) 可 以 根据 等 价 关系 六 分 成 一 些 互 不 相交 的 等 价 
子 类 如 下 : 


do(i) 


Roli) = 》 Roli, s); 
s=1 
d+(i) 
B+1(j) = 》 Holj,t), 
t=1 
而 且 z 和 4 同属 于 一 个 等 价 子 类 52oli, s) (或 纪 | (让 ) 的 充分 必要 条 件 是 了 勾引 
证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
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定理 4.3 应 用 前 述 符号 , 状态 空间 人 总 可 分 解 如 下 : 


2 = NUR = NU RoUR+) 


= .YU ( (J aa U | U | 
iETo JEI1 
do(i) d+(j) 
= NU (y | aa U | UJ (J bi] 


iETo s=1 jer1 t=1 
此 外 , 还 有 : 

(1) 对 任何 iE To,j ETi,Bo(i) 和 家 101) 都 是 M 封闭 的 ; 

(2) z 和 y 属于 同一 个 0(i) (或 多 |(j)) 的 充分 必要 条 件 是 : rz 2 小 

(3) z 和 vy 属于 同一 个 等 价 子 集 0(i,s) (或 狐 | (jt)) 的 充分 必要 条 件 是 : 
ITY. 

(4) 对 任何 z,y € go0(i) (或 多 1())), 存在 M(z),K(z) 和 mo 使 

() x({0 € 6 :pkd) (G0;7,7) > 0 =1 (Vk > M(Z)); 

(这 ) xf 8 = 6: pO;z, y) > 0}) = 1 冀 池 了 n =r (mod dy); 

(ii x({F € 6 :pdtr) 0,7,y) > 0 =1 (vn > K(z)). 

(5) ze Bolir), yeERobr +1) or({0 E06 :pVG zy) = 0 =1; 
TEBILNT) YE (jrT+1) r(f 8 E 6 :pW 0; 7,y) =0})=1. 


证 本 定理 是 前 面 一 系 结论 的 总 结 . 读者 可 作为 小 结 一 一 验证 之 . 
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如 不 特别 声明 , 本 节 仍 沿袭 前 四 节 的 符号 . 本 节 特 别 地 取 多 = {0,1,2,…】， 
4 仍 为 2 中 一 切 子 集 所 成 的 c 代数 (6, 多 ) 是 任 一 可 测 空间 ，M(2 ,wz) 
表示 和 x 多 上 的 一 切 转移 矩阵 ， RM(6; ,yf) 表 一 切 随机 转移 矩阵 . 对 
于 任何 p(.) e RM(6; ,9),p 中 (90;z,y) 的 定义 如 (1.2), pW (0) 的 定义 如 
(1.1). 为 了 与 本 节 的 微 商 的 符号 混淆 , 记 p 中 (8)、p(m(6;z,y) 分 别 为 pa (6) 
和 pn( ;7, y). 


定义 5.1 称 概率 空间 (0, 多, P) 上 的 具有 随机 转移 矩阵 p(。) 的 MCTRE 
(六 ,) 是 一 个 依 时 随机 环境 中 的 分 枝 链 ( 简 记 为 BCTRE), 如 果 p(。) 满足 : 


(MB) : p(0; i, 7) DS ITve 1, 7s) (5.1) 
js = 


对 一 切 0€ 9,i,7 之 0 成 立 . 当 i 二 0 时 , (5.1) 式 右 方 定义 为 6i;. 
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本 节 恒 设 Xo 三 a,a 是 正 整 数 . 
定义 5.2 对 任何 具有 随机 转移 矩阵 p(。) 的 BCTRE (六 ,) 来 说 , 称 


p05) EE Dp(0;1, Ask, (0€ 0,lsl <1), (5.2) 
二 0 


为 分 枝 母 函数 , 而 称 {p(0; 1,k),k > 0} 为 分 枝 律 . 简 记 po(b; .) 嗓 p(9). 称 


(0;s) 时 和 1,k)st, (n>20,0 €6,ls|lg!1) (5.3) 
k=0 
为 n 次 分 枝 母 函数 . 简 记 pn(0;。) 芋 pn(6). 称 
如 (5;s) 墅 Sp(x, =kl€E =0)s (n>20,0€6,|s|<1), (5.4) 
k=0 
为 在 环境 已 = 8 下 , X 的 母 函数 . 
记 pg 中 (0;s) 和 WO(0;s) 分 别 为 pn(0;s) 和 Wn(0;s) 对 s 的 大 阶 微 商 
(|s| < 1). 


POGD Emp) $0;D EE ip 0;s). 

命题 5.1 设 (及 , 世 ) 是 具有 随机 转移 矩阵 p(。) 的 BCTRE, ppn 和 如 
(5.2)、(5.3) 和 (5.4) 所 定义 , 则 | 

(1) P(Xn = kl€ = 0) =pn( ;0,h); (5.5) 

(2) pn( 6; 5) = pn-1(93;p(gn ii s)) (5.6) 

(Yn > 1, 0 = (On,,n € 2)€E 6, |s| < 1); 
(3) 加 (8) = [p(00)o p(01) oop(g (5.7) 
(vn > 1,0 = (0n,nE€Z) Ee 6). 

特别 地 , Wn(0;s) = Wn_ 1(0; 2(0 1; 5))， 
WD1 (9 ) = Pp(00)", wo( 0;s) = 39”. 


证 (1) 由 Xo =a 及 pn(9;i,j) 的 定义 即 得 . 
(2) 由 于 pz(。) 满足 (5.1), 而 且 


一 一 
p1( 0;j,k) = p(0o0; j,k), 
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所 以 
oo yy Co 
Dp1(0;j,k)s = > p(bo 记 站 
k=0 k=0 
6 了 
(Sr 1 be elboisji (6.8 
k=0 
再 由 (1.17), 
一 》 分 k 
pn( 0;s) 一 >》 pn( 0 ; 1, k)s 
k=0 
和 》 pn_1(5; 17)pi(Tm-16 ;j,k)sr 
(5.8) 交 > | 
一 二 》 pn 1(0i17)p(g 1 5) 
j=0 
—> 
= Pn-1( 0 ; P(On 一 1; 5)). 
(3) 加 (6;s) = 》 PCXn =k|€ = 0)st 
k=0 
= S pn(0; a, k)s* 
k=0 
(1.17) 它 一 人 
pn 1(8io 放 》 pi(T™10; j,k)st 
二 >》， pn_1(0;a,j)p(0n_1;s) 
j=0 


一 pn_1( 0;p(0n1;8)). 
仿 此 , 继续 作 下 去 , 并 注意 yo(5;s) = se 即 可 证 (3) 成 立 . 
命题 5.2 设 ( 瑟 ,E) 是 具有 随机 转移 给 阵 p(。) 的 BCTRE, p, pn 和 如 
(5.2)、(5.3) 和 (5.4) 所 定义 , 则 


() EXlE=0)=all% m2); (59) 


i=0 


(2) var(Xn|€ = 人) 


n—l a n—l n—l1 n—l1 
=a ps I &+1- TI 1; (5.10) 


i=0 ?k=itl i=0 i=0 


其 中 
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an = pO (0n;1), bn = pW (On;1), 8 = (0n,n € 2). 
证 令 

am = p20;1), Bn = pW (0;1). 
(1) 由 (5.4) 有 


E(Xn|€ = 6)=% (0;1) 


n—1 n—1l 
=a [I pW(0i;1)=a [I b;. 


2 i0 
(2) 由 命题 5.1 (2) 有 
pn(0;s) = pr-1(0;p(0n1;s)). 

所 以 

pW (0;s) = pW (0; pOn1;s)) PN (0n-1;s). (5.11) 
从 而 

p90;s) = 本 六 el aa) [eol sa 
pO 1( 0; p(On1;s)) 9 (On-1;s). 

对 n 作 归 纳 法 并 注意 : B41 = Bnbn, go = laa = oo 可 得 

on = pO (0;1) 


2 
一 Pe 1 十 Se 上 一 


-all+ ap, 条 


一 1 1 一 K 十 1 
1 —1l1 
i 人 II b? 
t=0 1 一 K 十 上 
十 Sy i 3 和 | 
i=0 =1 k=1 kick+l 
和 (1) 林 br. (5.12) 
i=0 i=0 5 k=i+1 
但 
yD (0;1) = abn， (5.13) 


JOO;1) = a(a — 1)P2 十 aoan， (5.14) 
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由 (5.12)、(5.13)、(5.14) 得 
var(Xn|€ = 0) 
= $0;1) + oD 0;1) — WDC0;1)) 
= a(a — 1)82 + aam + aBn — a2p2 
一 a(an, Bn 一 pr) 


= a ii i 


i=0 “大 一 证 1 1 一 0 i=0 
命题 证 毕 . 
下 面 我 们 研究 BCTRE 的 构造 . 
定义 5.3 称 {pj(0),i > 0} 是 一 个 随机 分 布 , 如 果 pj;(0) > 0， b> pi(0) = 
1 (Yj >0,be 6), 而 且 对 任意 固定 的 j 之 0,pj(。) 是 多 可 测 函 数 . 


定义 5.4 称 MCTRE (六 ,) 是 一 个 典范 的 依 时 随机 环境 中 的 分 枝 链 , ( 简 
记 为 CBCTRE), 如 果 存 在 一 族 关于 条 件 独立 的 随机 变量 {Yn > 1K > 
1}, 即 是 


N EK a 
(A -ee 
n=1 大 一 1 
N 五 要 
= TI P(x™ = we), (5.15) 
n=1 天 一 圭 


对 任何 N > 1,K > 1, 任何 非 负 数 族 {y8),1 <n<N,1< k << KK} 成 立 , 此 
外 , 对 任何 nn 之 1,y 之 0,P(Y.(" =y|E) 不 依赖 大 > 1.{ZY(D} 使 


Xn 
Xnti=) Yt Vn20), Xo=o, (5.16) 
k=1 


其 中 a 是正 整 数 . 
定理 5.1 任 给 一 个 随机 分 布 {ps(0),k 之 0} 和 苋 上 的 一 个 概率 测度 r, 恒 
存在 一 个 概率 空间 (Q, 多 , PP) 及 定义 在 其 上 的 一 个 CBCTRE {六 , } 使 
(1) ( 腕 , 世 ) 的 分 枝 律 为 {pk(0),k 之 0}, 其 分 枝 母 函数 
p(0;s) = >》 pr(O)s®; (5.17) 


(2) 二 的 忆 边 缘分 布 Po(E)-l=7; 


(3) 生成 随机 变量 Zn+D 的 条 件 母 函数 为 


一 一 人 
plOn;s) 一 >》 PORT = jlé = 0) (5.18) 
j>0 
(YO = (0n,ne 2Z)e6,ls| < 1,n0,k1), 其 中 p(0;s) 由 (5.17) 式 所 定义 . 
证 记 
M( 多 ) 空 {4 = (hij,i,j>>0): hij € 光 } 为 一 切 元 均 在 中 全 体 矩 阵 ， 
Q EE M2) x 6, 
ZF (AN+IXN+) x 多, 
L(M(2):ajpl <ign,lg<i<h) 
EE (Ae M(Y) : Ai'; = ai,;,l1 <i<n,l<jij<k} 


为 xN+xN+ 中 的 可 测 柱 集 , 此 处 N+ = {1,2,…}aij e 名， 
先 在 可 测 柱 集 上 定义 集 函数 Py 如 下 : 


Po(L(M(Z): a1 <ign,1<j gk)) 


n kk 
二 II IF Pai,j (0i-1), (5.19) 


i=1 7 一 1 
(6 = (0n,n € 2Z)E 6,aij EN nz1,k>1). 


易 证 


> | > IT, Ce =1. (5.20) 


i=1 j=1 \ai,;j€EN i=1j=1 


此 定义 在 可 测 柱 集 上 的 集 函 数 可 唯一 地 扩张 到 exN+xN+ 上 去 而 得 一 概率 测度 ， 
此 概率 测度 仍 用 Pz 记 之 , 此 外 , 对 任何 固定 的 De wfN+xN+, Py(D) 作为 6 
的 函数 是 多 可 测 的 . 

定义 


P(C) = 让 rd hi Psatelh 中 )， (5.21) 


此 处 C e 多 .显然 PP 是 多 上 的 一 个 概率 测度 , 于 是 我 们 得 一 概率 空间 (Q, 多, PP). 
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对 任 一 = (4,0)eEQ= M(2)x 6,4= (hij,i,j > 0), 定义 
E(w) = 0,Y(w) = his, (i 21), (5.22) 
Xn(w) 
Sao) > eol ts (5.23) 
p(0; x,y) = > TT pw.00), ),0€ 0,7,y ER. (5.24) 
yp=y 


要 证 ( 叉 ,E) 是 一 个 具有 随机 转移 矩阵 p(.) 的 CBCRE (p(9)(z,y) 时 p(0;z,y))， 
且 满足 定理 5.1 中 的 (1)、(2)、(3). 
由 (5.21) 易 见 : 对 任何 Be 纪 , 有 
Po(€)-!(B)= P(M(2) x 了) 
a r(d8)P (0M( 和 ))1s(8) =7(B). (5.25) 
此 即 结论 (2) 成 立 . 
对 于 任何 aij € 儿 ,Be 鹏 由 (5.21) 和 (5.25) 知 


n kk 
P 上 NY = oh € € | 
i=1 j=1 


= PL(M(2):aijpl <ign,!l <i7<Ek)xB) 
-上 人 rd 人 PEUM( 和 ):aahTSiSm1sjs 章 ) 


= | P(e) an) TI, (0i-1), (5.26) 
i=1 I=1 
因此 
"(PF MN {7 = os - 引 - TTY, (0i—1) 
i=1 j=1 i=1 j=1 
n k 
于 lI I PO” = aajl 又 0) (n,k > 1,0; € 2%). (5.27) 


i=1 j=1 


(5.27) 说 明 {YO,i > 1,7 > 1} 关于 《 是 条 件 独立 的 , 而 且 Y 的 条 件 母 函 
数 为 


DO PO = 有 = 0)s* = Dpr(0i1)s 
k=0 k=0 
= yp(0i-1;s) (ls| <1). (5.28) 
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(5.28) 说 明 结论 (3) 成 立 . 

由 (5.23) 知 p(0; 1,7) = pj;(0). 结论 (1) 成 立 . 

最 后 我 们 证 明 (X, €) 是 具有 随机 转移 矩阵 p(。) 的 CBCTRE. 事实 上 , 由 于 
{YX,n 之 LE> 1 关于 二 条 件 独立 , 若 记 P(.|E ) 为 所 , 则 由 (5.23) 、(5.24) 
知 


Pe(Xnt1 = YXo = zo Xn-1 = nl Xn = 7) 


ri 
本 (5 Yt = ylXn = = 


k=1 


I 
Ey 人 多 十 | 
(D1 | 
k=1 


lI 
mm 
茹 
人 
S 
I 
从 


并 yk—=Y 和 
k=1 
= > [I pyr (én) 
= p(én; 7,Yy) (n>0,7,y ER). (5.29) 
P(Xo = 7|€) = 60s = P(Xo= 2|E,,), (5.30) 


由 (5.29)、(5.30) 及 (5.23) 和 定理 1.2 得 知 ( 节 , ) 是 CBCTRE, 具有 随机 转移 
矩阵 p(*), 定理 证 毕 . 


定理 5.2 设 关 = {Xo, X16={tnneZ,Y={Y",n>1lk>1} 

是 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 三 族 随 机 变量 , Xn, 和 Yi) 取 值 于 多 (ms > 0,n,k> 

1), én 取 值 于 6, {pj(9),j > 0} 是 一 个 随机 分 布 , p(9; s) = 二 pj(0)si (|s| < 1) 是 
J 之 


其 母 函 数 , 如 果 Y(” 关于 的 条 件 母 函数 是 : 


25 —>、. 

SP(Y® =j|€)s’ = p(én_1;s) 
j=0 

(|s| < 1,n 2 1,k>1), 


Xn — 
Xo 三 a 是 正 整 数 ,X41 = 六 YintD (n > 0), 则 ( 久 ,€) 是 一 个 具有 下 述 
k=1 
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随机 转移 矩阵 p(。) 的 MCTRE, 从 而 是 一 个 CBCTRE: 


p(0;1i,7) = IIw (0). 


立 Pe 
8 一 工 


证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 


定理 5.3 (1) CBCTRE 一 定 是 BCTRE. 

(2) 如 果 (及 ,EE ) 是 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 , 具有 随机 转移 矩阵 p(。) 的 BC- 
TRE, Xn 和 如 分别 取 值 于 光 和 9, 则 必 存 在 一 个 定义 在 概率 空间 (Q', 多 "', PP*) 
上 的 CBCTRE (及 ", EX 和 &: 分 别 取 值 于 和 多 和 6 而 且 ( 耽 二) 的 书 分 
布 Po( 及 , 世 )-! 和 (和 全) 的 P' 分 布 Po (下 E)-1 一 样 . 

证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
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在 这 一 节 中 , 我 们 将 简单 地 介绍 一 下 依 时 且 依 空 的 随机 环境 中 的 Markov 
链 . 随机 环境 是 一 族 既 依 时 又 依 空 的 随机 变量 , 其 状态 空间 是 任 一 可 测 空间 , 而 
且 本 原 链 的 状态 空间 也 不 一 定 可 数 . 

设 (多 ,zyY) 和 (T, 9) 是 两 个 任意 的 可 测 空间 ,6@ 是 一 族 由 和光 到 的 xf/2 
可 测 函 数 , 多 是 8 上 的 一 个 o 代数 ,于 是 有 第 三 个 可 测 空间 (6, 劝 ]， 仍 令 
Z = {0, 土 1, 土 2…} 为 整数 集 , N = 2Z4 = {0,12,…} 为 非 负 整数 集 ，(Q, ,PP) 
是 完备 概率 空间 . 

令 寻 = {Xn,neEN} 和 忆 €= {énzymeN,ze 必 } 是 Q 上 的 分 别 取 值 于 
和 工 的 两 族 随机 变量 , 且 6&1,.(.) :名 xQPT 是 (wx 多 )/9 可 测 的 . 令 

= {én,2,T E 2},(n EN),és)= {énrnEN} (ze). 
定义 


Rr= {Xnk 1<m<ntl), 0O<k<n<o, 
wn 
Ek 


{ém,k—-l<m<nt+l}, -okgngo. 


到 一 

0=02 2%=%2, 

-一 一 

Bi= 由 %n, Ox= [| On -cosk<snsoo 
k—l<m<n+l k—l<m<n+i+l 


Bn =B= 6n24，69n =6. 
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定义 6.1 设 p: 避 xY .|0,1], 称 p 是 可 测 空间 (名 ,Y) 上 的 一 个 Markov 
核 , 简称 Markov 核 , 如 果 对 任何 国定 的 ze 多 ,plz。) 是 2f 上 的 概率 测度 ; 对 
任何 固定 的 AE of,p(。,4) 是 oY 可 测 函 数 . 记 全 体 Markov 核 为 MK. 

设 p(y;。,。) :DT MK, 即 {p(yY),Y ET} 是 一 族 Markov 核 , 若 对 任何 固定 
的 4Ecw 好 pi。4) 是 多 x 可 测 函 数 , 则 称 p(7iz, 4) (或 简 记 站 ) 为 环境 工 
中 的 一 个 随机 Markov 核 , 简称 为 随机 Markov 核 . 记 全 体 工 中 的 随机 Markov 
核 为 RMK -了 简 记 为 RMK. 有 时 记 p(7iz, 4) 为 p(Y). 

显然 , 若 p(z, 4) 是 Markov 核 , 则 


py A a A Se ep A a 


是 转移 函数 (n > 1,zo 定义 为 Z). 


定义 6.2 设 (9, 多 ,PP),(T, 9) (到 ,oz), (6 罗马 二 , 台 0 EN 如 前 定义 ， 
p(Y; XY, A) ERMK 一 TT. 如 下 列 条 件 (MD) 成 立 : 


(MW :P (Xnri€ Aénti € BIX8, €"o) 
= p(én,xa; Xn, A)P(ént1 € BIE™.), (6.1) 


其 中 ne N,Ae oy,B Ee 多 , 则 称 { 革 ,E} 是 一 个 具有 随机 Markov 核 p(y) E 
RMK - 工 的 依 时 且 依 空 的 随机 环境 中 的 Markov 链 (MCSTRE), 六 称 为 本 原 
链 ，& 称 为 环境 随机 场 ， 简 称 为 环境 . 

如 果 (六 ,Epo) 满足 


(M+) : PLX € A,éntri € BIX?, E3) 
一 一 
= DP(én,x,; Xn, A)P(én+1 € BI )， (6.2) 


其 中 A E wf,B Ee 多 ,ne N, 则 称 { 芳 ,8?} 是 一 个 具有 随机 Markov 核 p(y) Ee 
RMK 一 荆 的 依 正 时 且 依 空 的 随机 环境 中 的 Markov 链 (MCSTRE(+)). 

特别 地 , 若 对 每 个 ne Z,&ns 都 不 依赖 于 z, 则 称 {对 ,} 是 一 个 依 时 的 随 
机 环境 中 的 Markov 链 (MCTRE); 类 似 地 , 若 对 每 个 z € 必 ,6n,z 都 不 依赖 ni 则 
称 { 台 ,€} 是 一 个 依 空 的 随机 环境 中 的 Markov 链 (MCSRE). 

附注 6.1 Cogburn [15] 意义 下 的 随机 环境 中 的 Markov 链 , 就 是 定义 6.2 
中 的 MCTRE; Zeitouni [119] 意义 下 的 随机 环境 中 的 Markov 链 , 就 是 定义 6.2 
中 的 MCSRE. 

附注 6.2 对 于 任 一 p(yY) e RMK 一 T,p(9(z);z, 4) 是 zx 的 zy 可 测 函 数 (对 
任何 固定 的 Ae wx 和 be 6). 
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由 单调 类 定理 , 容易 证 明 : 条 件 (M) 等 价 于 : 


k 
一 > 一 》 
(M) ， P(Xn+1 ed, { \{éntz € Di}|X0, SA 


4 一 | 


k 
= P(Eén,xn; Xn, A)P (Mn € D:;}| é | ) (6.1) 
“一 
其 中 neETN4Ec{z… , Tk} C 2, {D1,:… , Dk} C ,Kk> 1; 
条 件 (M+) 等 价 于 


k 
~ 一 一 
(M- ) ， P(Xn+1 € 4, { {én E Di}|X0, E0) 


t=1 


k 
一 P(En,x,,; 及 mn A)P [nen € Di}| é ;] ) (6.2 


4 一 1 
其 中 meEN,4ewgfrz ,re} C 2, {Di,:… ,Dr} C DB,k>1. 


附注 6.3 ”MCSTRE 和 MCSTRE(+) 是 两 个 不 同 的 概念 . (及 ,) 是 MC- 
STRE, 但 { 尼 %, 98) 未 必 是 MCSTRE(+)，( 又 ge, E88) 是 MCSTRE(+) 但 
(及 ,) 未 必 是 MCTSRE. 反例 如 下 : 

令 久 T= 6={-1,1},n 和 7 是 两 个 相互 独立 的 具有 公共 分 布 P(7 = 
-D = P(n =1) = 5 的 随机 变量 

(1) 令 Xzn =n, Konti =7T (nN EN), nz = Enz = Xntl (ne N,re 
jpliz4)=laz (Vy E Tz € 名,A € yy), 则 { 居 ,E} 是 一 个 具有 随机 
Markov 核 p(y,z, 4) 的 MCSTRE, 但 { 芝 Y, ge] 不 是 一 个 具有 随机 Markov 核 
的 MCSTRE(+). 

(2) 令 Xo =7, Xn = (Vn > 1),émz =7,(Vi ER,m>0),é0s=1 (VE 
VW),énz = 7+7,(Vr € VY,n < 0),p(y,7, 4) = 14(1), 则 (XY, EY) 是 MC- 
STRE(+), 但 (六 ,) 不 是 一 个 MCSTRE. 


下 面 我 们 要 给 出 MCSTRE 的 构造 . 


定理 6.1 给 定 (名 ,yf),(T,9),(96, 儿 ) 如 前 , 帮 = WN,6 = 072, 多 = 
DZ ,下 是 可 测 空间 ( 光 x 日 ,of x 殉 ) 上 的 一 个 概率 测度 . 用 z, 子 = (zn,n EN) 
和 1 人 = (gmneZ) 分 别 表示 多 ,到 和 阳 中 的 元 素 . p(y;z,A) ERMK 一 T, 则 
存在 一 个 概率 空间 (Q, 多 , P) 及 其 上 的 MCSTRE {及 , €} 具有 随机 Markov 核 
p(T7;z, 4)， 使 


-一 一 


(¥,E) :0 x 6, 
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而 且 满 足 


P((X, €) ec)= / 


x 


B(dr,d0 ) [ Ps(dB)1lc(R, 0), (6.3) 
6 到 9 
其 中 Ce 兄 x 哆 Ps 是 下 式 定义 的 号 上 的 概率 测度 : 
Ps ({Ze RB :zo € Ao,r1€ A1,... ,Tn € An}) 


-上 |/ ilcdzo) { plbonoizo dz 上 Pp(On_1zn_1; Tn-1, drn), (6.4) 
Ao 41 4 


n 


其 中 0; = (ior € 2)€E O00 = (ne Te Ore ,re ,Aie 
,is ET (0 <i<n),PS(A) 对 固定 的 AE 甩 是 (z, 晶 ) 的 关于 oa 代数 x 散 
的 可 测 函 数 . 注意 : 由 于 p(yY; 7X, 4) 对 任何 固定 的 AEy 是 (7),X) 的 BxoY 可 
测 函 数 , gb, 二 gu(z) 当 ne 固定 时 是 z 的 好 /9 可 测 函数 ,所 以 p(0n,z; A) 
当 n 和 A 国定 时 是 了 的 of 可 测 函 数 , 因此 (6.4) 式 右 方 的 积分 是 有 定义 的 
此 外 还 有 
(1) 及 的 也 边 缘分 布 为 


Po(¥)-1(A) = 由 8(dz,d0)P5(4) (Aes); (6.5) 
(2) 的 了 边缘 分 布 为 
Po(€)-1(B)=®(2 xB)MEx(B) (BES). (6.6) 


此 定理 的 证 明 仿 定 理 1.1, 故 其 证 明 略 去 . 有 兴趣 的 读者 可 做 为 习题 验证 之 . 
定义 6.3 设 怠 定义 如 前 ,TT 是 由 日 到 虽 的 推移 算 子 , 即 是 对 任何 9 = 
(9,n € Z) € 6,(TH), = 0n11,p(y;7, A) € RMK -TrT. 对 任何 6 € 6,z0 € 
人 ,AEsY, 邻 
p" (0; Z0, 4) = D(bozoi To, GZ1) … 
2 
上 D(O 2 2; Tn—2) dzn_1)p(O lz。， ) vi A) (6.7) 
称 pm(6izo,4) 为 n 步 随 机 转移 函数 , 有 时 也 记 之 为 pa(8;zo0, A). 这 与 确定 
环境 的 Markov 核 产 生 n 步 转移 函数 是 类 似 的 . 
再 定义 


Po co 0), F) = pT; vo, dy) 1 (TD) (6.8) 
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(n> lvoe ,0 € 6,Few xD(F), = {0 : (y, 0 0)EF} 是 玉 在 y 的 截 口 
集 . 记 PP((z0, 四) 下 蛙 BP(1, (zo, 日),F). 显然 BP(n, (zo, 0),F) 是 经 典 的 n 步 
转移 函数 . 


定理 6.2 沿用 前 面 的 符号 . {(Xh,T"E),n EN} 是 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 
的 以 (多 x 司 ,ogx 观 ) 为 状态 空间 的 、 以 Bln, (z, 9), 下 ) 为 转移 函数 、 以 班 为 
初始 分 布 的 时 齐 的 Markov 链 ( 见 定义 1.3). 称 之 为 斜 积 Markov 链 (SPMC). 


证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 


定理 6.3 给 定 (和 ,oz) 、(T, 9), (6, 多 ) 和 pyiz 4) 如 定理 6.1, 6 = 9™,， 
更 = NN, 多 = UN 歼 =wN 下 是 妈 x 家 上 的 概率 测度 , 7(B) = 再 (多 x B). 
恒 存 在 概率 空间 (9 多, P) 及 其 上 的 MOSTRE (+) { 辽 ge; Ego} ,其 随机 Markov 
核 是 p 使 (6.3)~(6.6) 成 立 ， 当然 现在 了 = (gun ceN)eG6g 蛙 NE= 
(én,n €N). 


证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
下 面 我 们 研究 随机 环境 中 的 Markov 性 (M) 的 等 价 描述 . 
沿袭 前 面 的 符号 . 引进 条 件 : 


(Mo): P(Xntri € AIXY, Emo) = p(n,x,; Xn A); (6.9) 
(Mi): P(Xo€ AIE™®,)= P(Xo= AlE..,) (6.10) 
(Ma): P(Xniie A, EL ecGley Er,,) 

= p(én,xn; Kn, A)P (€%01 € GIE™w), (6.11) 


其 中 neN,Aew,Ge 多 %). 


类 似 地 , 在 (6.9) (6.10) (6.11) 中 把 Ex， E* ,0 代 之 以 多 ,3,&0， 
则 相应 的 条 件 分 别 记 为 (Mi ,Mt Mr. 


附注 6.4 设 o 代数 名 , 免 Cc 多 ,Y 是 (Q, 罗 ,P) 上 的 随机 变量 , 多 cc 
%, E(IY|) < %, E(Y|%)%, 可 测 , 则 E(YI%) = E(Y|%). 


定理 6.4 恒 有 : (M) 今 (Mo) 和 (M1) 全 (M2). 
在 证 明定 理 以 前 , 先 证 明 : 
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引 理 6.1 若 (M) 成 立 , 则 下 列 等 式 成 立 : 
P (Mees e pos se) =P (Me s Bee ) ; (6.12) 
k=1 k=1 


k=1 


(2) P (xn eh, (\{énre € Be}|X?, | 


k=1 


3 = p(én, Xn; Kn, A)P (Men E BT 二 8 | (6.13) 


其 中 n>0,m>1,Aew,B,e%. 

证 在 (M) 中 取 4 = 必得 知 m=1 时 (6.12) 成 立 . 在 (M) 中 应 用 (6.12) 
( 取 m1), 发 现 (6.13) 对 m = 1 也 成 立 . 

下 面 对 mm 作 归 纳 法 来 证 明 (6.12) 和 (6.13) 对 一 切 正 整数 m 都 成 立 . 

设 (6.12) 和 (6.13) 对 m 成 立 , 要 证 对 m 十 1 也 成 立 . 


由 (6.12) 和 (6.13) 对 m 成 立 知 : 对 (6" ,多 *,,) 上 的 任何 有 界 可 测 函数 
9, 有 


人 人 
E (10xa1e4}°g( Me a é | 
一 下 
一 P(Eén,xn; Xn， A)E(g( é Las) lie Ee ,nimEBm)}| 时 上 


由 单调 类 定理 知 对 任何 (6?+m, 腕 x+m) 上 的 有 界 可 测 函 数 jib + …， 
On+m) 有 


BE (xs g(r oo)h(éntl em Eo) 
= p(én ix; Xn A B(g(E h(n ,Entm)léro). 


再 用 单调 类 定理 可 知 : 对 (6"+m, 纱 "+m) 上 的 任何 有 界 可 测 函 数 f, 有 


而 (人 全 ) 
= p(énxn; Xn, A BF(E tT)NE®). (6.14) 
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由 (6.12)、(6.13) 对 m 成 立 及 (6.14) 得 


m 十 1 
P (un € A, (| 站 € BR 和 8， é i 
天 一 1 


二 E [1tx。， eA}l{e, 41eBi,... ,EntmEBm} 
Plenapr e DanilR i e mtx | 


(6.12) 
E [1{xn eA}l{énrieB,,... ,Eni+mEBm} 
> 
Pléntm+1 € Bmtil€ tm), Eo] 


(6.14) 
一 一 p(én, Xn) ; Xn, A)E [11e。， €B1i,… ,Entm EBm} 


一 》 一 》 
P(t e Bipilt Con) se | 


k=1 


= Dp(én, Xn; Xn, A)P (Nn 站 人 E Bx.}| Et -| 。 (6.15) 


在 (6.15) 中 取 4 = 儿 得 知 : 对 mm 十 1 (6.12) 也 成 立 . 由 (6.15) 及 (6.12) 对 
m+ 十 1 成立 知 (6.13) 对 m 十 1 也 成 立 . 命题 证 毕 . 

下 面 我 们 用 引 理 6.1 来 证 明定 理 6.4. 

第 一 步 . (M) 志 (M2). 用 引 理 6.1 和 单调 类 定理 立即 可 证 出 (M) 僵 (M2). 

第 二 步 . (M2) 坟 (Mo) 和 (M1). 

设 (M2) 成 立 . 则 (M) 更 成 立 , 从 而 (6.13) 成 立 , 且 


一 一 
plén,xn; Xn, A) = P(Xn+1 € 到 开业 So (6.16) 


由 (6.13)、(6.16) 并 用 单调 类 定理 可 知 : X41 与 如 se; 关于 o 代数 o( 台 8,E*) 
条 件 独立 . 故 由 第 二 章 定理 5.2 有 


P(Xnti € AIR?, En )= PX € AX?, ec ). (6.17) 
由 (6.16)、(6.17) 得 
Dp(én,x,; Xn, A) = P(Xn+1 € A|lX?, € Eee )， (6.18) 


此 即 (Mo) 成 立 . 
在 (M2) 中 取 4 = 和 多 ,=0, 得 


P(E eGlxo €°0) = P(EY € GIE®.), 


此 即 万 % 与 Xo 关于 c(&o _) 条 件 独立 , 亦 即 (M1) 成 立 (参见 第 二 章 定理 5.2). 
第 三 步 . (Mo) 和 (Mi) 志 >(M). 
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易 证 : 由 (Mo) 及 单调 类 定理 可 知 , 对 任何 k <n, 及 6"-!l x 多 上 的 有 界 
可 测 实 值 函数 f, 总 有 


EF (FC. a A WE 站 证 MD 0 eu 


E(f(: ye ,€—1, €0,&1, He ee € Se (6.19) 
事实 上 , 由 (Mo) 和 附注 6.4 知 : 任 取 4e ,Be 殉 "<1 大 <m 有 


P(L4(CXKkrD)18(E 7) 人员 
= 1a(€"1)E(14A(XEr)|X, 让 
M 
LR 1 (El)p(érx; Xe, A) 


上 p(ép,xn; Xeydz)1a(z)1B(E "al). (6.20) 
由 (6.20), 并 由 单调 类 定理 , 再 注意 k < n 和 附注 6.4, 得 


E(f(.. 1€—1, E01, | 二 
= 上 am )E_160)51 , En-1, 7) 


一 E(f(- Wy ,€—1, €0, &1, WY en Ri) 





(6.19) 获 证 . 
由 (6.19) ( 取 k=n 一 1) 有 
E(1{xoeAo,. “Xn-1€EAn-1i,Xn, el 》 El 
1{Xoe4o…. ,Xn— 1EAn— Dende 1 Etl 
6.19 
C2 Ln ha ne Ble ee (6.21) 





类 似 地 , 由 (Mo)、 附 注 6.4 和 (6.19) 有 : 


也 nN— 
E [B(1 (xoeao,. XnEAn}|XT 》 é ul 一 Ea 


_D 一 
= 三 [xoeao,.. ,x1eAs 1 EB(1(xseAn) XE 1, € ee | 


(Mo) 
一 1 {xoeAo,.… 2 [1{x,,_1eAn1} 


一 一 
eD(En -1LX。 1 ; nl A E | 
(6.19) 





1 {Xo€Ao,.. Xn_2€An 2} B [1(x,_1eAn_1} 
二 nm 一 2 -二 
“Pp(En—1,Xn_1; Kn-1, An)|X0 i | 








py 
lemon Xe Aalb [sieAn 1,xneAn)|X? 6 | 号 (6.22) 
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把 上 述 释 代 做 n 次 , 得 到 
(Me € Axr}|Xo, € Ge 
k=0 


=P 0 {Xn € 4 Es , (n> 0,Ap € 2f). (6.23) 
k=0 


设 g 和 分 别 是 (6",, 比 *,，) 和 (4,wy) 上 的 有 界 实 值 可 测 函 数 , 由 (MD) 
可 证 
E(g(€")h(Xo)|E "+t!) 
= E(g(€ 6)h(Xo)|E"). (6.24) 
用 (6.24) 和 单调 类 定理 可 证 对 (6 x 名, Br x wx) 上 的 任何 有 界 实 值 可 测 
函数 f, 有 
E(f(é€ 0 Ct 


视 (6.23) 右 端 为 (6.25) 中 的 J(€4。, Xo), 并 把 (6.23) 两 边关 于 o 代数 c(& ?如 ) 
取 条 件 期 望 , 并 利用 (6.25) 式 得 


(Ae € Ar}lé cj- (tx E ae | (6.26) 
k=0 k=0 
(6.26) 说 明 {Xo0,… ,Xn} 与 如 1 关于 代数 o(€%) 条 件 独 立 , 所 以 
P (én € BIX9, €°%) =P (nr e BIEs,), (Yn>0,Be®). (6.27) 
由 (6.27) 和 (Mo) 和 附注 6.4 得 
P(Xn+1 € 4， En+1 € BIX?, | 
= E(le neB}P(Xnti € 4 有 ES) en 
到 El(l(e, ieB}P(én,x,, Xn, A)IX?, ee 
Se DP(én,xn; Xn, A)P(én+1 和 刀 | 瑟 3 € En ,) 
SD (x; Xn, AP(ént1 € BIE). (6.28) 








(vn > 0,4 € xf,B Ee 多 ). 此 即 (M) 成 立 . 定理 证 毕 . 
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定理 6.5 恒 有 : 

(M+)S(MG) 和 (MI)®S (MZ). 

证 明 仿 定 理 6.4. 读者 可 作为 习题 验证 之 . 

思考 题 : 请 读者 总 结 一 下 本 章 引进 了 哪些 概率 测度 , 它们 的 作用 是 什么 ? 是 
为 什么 问题 服务 的 ? 对 随机 环境 中 的 Markov 链 有 几 种 观点 去 看 待 它 ? 它 与 经 
典 的 ( 即 环境 是 一 个 常数 ) Markov 链 的 本 质 区 别 在 哪里 ? 


9. 
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1. 证 明 命 题 3.5. 
2. 证 明 命题 3.7. 
3. 证 明 命 题 4.4. 
4. 证 明 命题 4.5. 
5. 
6 
8 


证 明和 定理 5.2. 


.证 明定 理 5.3. 
.证 明定 理 6.2. 
.证 明和 定理 6.3. 


设 V= (多 ,Y; 6, 劝 jp,E) 是 p 一 更 链 . 其 中 光 =2Zo 是 和 中 一 切 子 


集 构 成 的 c 代数 , 6 = [0,1], 多 = 多 [0,1| 是 [0,1] 上 的 Borelo 代数 , 0; : 62 一 6 
的 坐标 映射 , x(B) = BP(H xB), BE BZ2, 邻 n=.02,.0 是 [0,1] 上 的 Lebesgue 
测度 . 则 {0;,ie Z} 是 (62, B82,.22) 上 的 独立 同 分 布 的 、 其 公共 分 布 为 [0,1] 上 
的 均匀 分 布 的 随机 变量 序列 . 令 p(b; z,z+HT =0=1-p(bizz-J (V9 € 9,ze 
4), 再 令 Er() 是 关于 概率 测度 r 的 期 望 算 子 . 设 { 叉 ,} 是 上 述 p 一 更 链 生 
成 的 MCTRE. ( 称 之 为 具有 依 时 的 独立 同 分 布 的 环境 中 的 Bernoulli 随机 徘徊.) 


试 证 : 


0) Br(0) = 3, (ViE 2),r =roT-! 


(i) 允 中 的 任 一 状态 z 都 是 零 常 返 状 态 ; 
(iii) p(0; x,y) 满足 84 中 的 0 -1 律 条 件 ; 
(iv) 和 中 任 一 状态 x 的 周期 ds 都 是 2; 
(v) 多 可 分 解 为 : 


¢ = Hol1) = Boll, URol1, 2). 


10. 设 V= (2 oz; 9, 允 PE) 是 p- 更 链 ,其 中 光 ={012 小 妈 是 和 
中 一 切 子 集 所 成 的 c 代数 , 6 = [0,1], 多 = 多 ([0,1]),p(0;7,0) = 1-p(0; 7x,7X+1) = 
gz0 (VO € ,7 € YF),0 < qr < 1..2,{0i,i € Z},7, Er 如 习题 9 中 所 定义 . 
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{ 芝 , } 是 由 上 述 "一 更 链 生 成 的 MCTRE ( 称 之 为 具有 依 时 的 独立 同 分 布 环境 


(i) Er (0;) = ,7 3 
(i) 0 一 1 律 条 件 成 立 ; 
(ii) 对 任何 z € 人 %, 只 要 z 是 常 返 状态 , 则 ds = 1; 


(iv) 若 令 


则 


ol1), 当 6= oo 了 一 0, 
1(1), 当 0 < oo， 


11. 设 了 = (2Y ,oz;9, 劝 piE) 是 p- 更 链 , 其 中 人 ,oy, 0,8,,7, {0i,ie 
Z} 与 习题 10 同 , 而 


区 当 6=oo,y> 0， 


p(0;0,7) = p(0;1,7) = kz0 (x >1,0€0), 
p(0;0,0) =p(0;1,0)=1— >_ ks0 (0€0), 
z=1 


p(0;n,7x)=0 (0€0,n2>2,r<n—1), 
p(0;n,7)=p(0;1,7—n+1) (9€0,n2>2,7>n—1), 


其 中 如 十 ha 十 … > 0,ks 之 0, > < 党 = 1.( 辽 ,有 ) 是 p 一 更 链 产 生 的 
MCTRE ( 称 之 为 具有 依 时 的 独立 同 分 布 的 环境 的 排队 过 程 ). 试 证 : 

0) Er(0) = 3,7 =7 oT 

(ii) 0 一 1 律 条 件 成 立 ; 

( 首 ) 对 任何 ze 多 ,只 要 z 是 常 返 状态 , 则 ds = 1; 

(iv) 若 令 K( 和 A) = 各 kz 和 *, 其 中 


Ce 


/二 kz ( 当 z > 1), 


1 
2 
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则 
MN 当 lim 人 > 1; 
终 = 用 由， 当地 二 所- 
dK(A) 
2 (1)， 当 lim 1 


12. 设 X 是 概率 空间 (90, 多, P) 上 的 一 个 随机 变量 , E(|X|) < co,T € ,9 
是 多 中 的 子 o 代数 , 定义 


E(X1r|9)/E(1r|9)， 当 分 母 非 0， 
0， 反之 . 


试 讨论 此 类 条 件 期 望 的 性 质 (与 经 典 的 条 件 期 望 (XI9) 类 比 ). 

此 类 条 件 期 望 在 随机 环境 中 的 Markov 链 的 研究 中 是 有 用 的 . 这 时 9 通常 
是 随机 环境 所 产生 的 o 代数 . 

13. 令 (Yo (T, 9), (0, 多),(6, 荔 )B,r 及 (Q, 多 ,P) 如 定理 6.1 中 所 定 
义 ,，( 马 ,有 E) 也 是 定理 6.1 中 所 定义 的 具有 p(y) e RMK -的 MCSTRE. 设 
经 = V4,d 为 > 1 的 整数 ,TT 是 2 上 的 全 体 离散 的 概率 分 布 , 9 是 其 中 的 弱 收 
敛 拓扑 所 构成 的 o 代数 . 对 任何 ye T,y(y) 代表 分 布 7 在 y 的 质量 . 如 果 下 列 
条 件 成 立 : 


E(X|T,Y) = | 


Dp(énz; TY) = én,z(y — 1), P—a.s., 
(Yn € Z,z,y € 多), 则 称 (入 ,起 ) 是 一 个 依 时 依 空 的 随机 环境 中 的 随机 徘徊 
(RWSTRE). 
(1) 试 求 出 辽 的 有 限 维 联合 分 布 ; 
(2) 算出 p(0;z,9) 旦 P(X, = YXo=2,€ = 0); 
(3) 讨论 当 {&%z,n e Z,z e 多 } 是 一 族 独立 同 分 布 的 随机 元 且 具 有 公共 分 
布 Po (én.z)-! = 的 特殊 情形 , 这 时 有 何 深入 结果 ? 
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81 多 维 正 态 分 布 


在 初等 概率 论 中 , 我 们 曾经 学 习 过 一 维 正 态 分 布 (通常 用 Nu o2) 表示 , 其 

中 j 是 其 期 望 , o? 是 方差 ), 它 的 密度 函数 是 
pm = 记 z“?{ 芒 人 -由 }，ze(-o0,00) 
它 对 应 的 特征 函数 为 
f(t) = exp {uw 一 ie} ，t E (~o00, oo). 

在 这 一 节 中 , 我 们 将 简单 地 讨论 一 些 多 维 正 态 分 布 . 暂时 约定 : 矩阵 (特别 
地 向 量 ) 右上 方 加 一 撤 表 示 其 转 量 . 

定义 1.1 车 d 维 随机 向 量 X 星 (X1,… ,Xa) 具有 密度 函数 


1 1 2 
Plone sn) = oD (3 (z 由 ) (1.1) 


其 中 z = (7z1,… ,Za),h = 二 (11,… ,La) 是 d 维 实 值 行 向 量 , 马 是 d x d 维 对 称 
正定 方 阵 , | 中 是 号 之 行列 式 , -1 是 呈 之 逆 和 矩阵, 则 称 X 具有 d 维 正 态 分 布 ， 
简 记 为 X ~ Na(j, 隐 ). 
命题 1.1 (1.1) 式 中 定义 之 函数 p(T1,.… ,Za) 确实 是 密 函 数 (可 测 性 是 显 
然 的 ) 即 _ 
/ | dzd(Dp(z1…… ,Tad)) = 1. (1.2) 
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证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 

恒 记 N(p, 区) = Ni(p, 了), 这 时 jp 是 常数 , 罗 = o?. 

命题 1.2 若 针 = (XI ,Xg) 具有 4d 维 正 态 分 布 Na(j, 了), 则 
(1) XX 的 特征 函数 为 


flt1i,.:: ,ta) = exp {i 一 Be) ; (1.3) 
t= (ti ,ta), p= (KKHa). 
(2) E(X)= 1, E((X— W(X—W))=D, (1.4) 


即 是 /是 X 的 期 望 向 量 , 呈 是 X 的 协 方差 矩阵 


附注 1.1 佑 二 = (0i,7, 1 ,js 中 ,oil 一 0jis 之 正定 (从 而 |2| > 0). 若 
记 了 2-1 = (oij,1 i,j < qd), 则 由 克之 对 称 性 有 : 


def. 1 1 
一 [5 尝 [BI (1.5) 


其 中 马 ,; 是 行列 式 |2| 中 对 应 于 第 i 行 第 7 列 的 代数 余子 式 . 
例 1.1 设 (Xi,X2) 服从 二 维 正 态 分 布 N2(p, 了 )， 


bi,y 


O01,1 01,2 
兄 一 ( | 0i,j 二 五 (( 一 Hai) 2 43)) 
01,2 02,2 


p12 = al2/V501522， 则 


1 Oo2 2 一 人 

一 1 5 1,2 \ def. et 

DA = (bi;,1 <1,7 < 2). 
011022 一 012 \—01,2 01,1 


(Xi,X2) 的 密度 函数 为 


1 一 各 (zi—pi)bi,; (Ti—1i) 


D(zZ1， 22】) = ==€ 'I=1 
27\/01,102,2 一 of 2 
1 | 1 I 一 中 
= 一 一 一， exp 1 一 一 一 一 一 一 
2T4 fo1,102,2(1 一 p1?) 2 (1 - p?.2) VO,1 


2 
rT2— /2 本 TZ1 一 人 1 7Z2 一 /2 
人 中 (8) 
命题 1.3 若 呈 是 d 阶 正定 方 阵 , 则 了 -1 亦 正 定 , 且 对 刀 的 任 一 特征 值 


(对 应 的 特征 向 量 记 为 y), 必 有 入 > 0,3 为 史 -1 的 一 个 特征 值 , 对 应 的 特征 向 
量 亦 为 y,. 
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证 马 正 定 , 和 为 其 一 个 特征 值 , 相应 的 特征 向 量 为 y\,y 为 ya 之 转 置 ( 故 
兴 是 d 维 行 向 量 ), 则 由 y、 关 0 知 
0 < APTY = AAA = A(VAYA)， 


所 以 入 > 0. 又 由 
= 2 Dy = Dy 
得 | 
DT- 1y XA 
即 > 是 5-! 的 一 个 特征 值 , 相应 的 特征 向 量 亦 为 y. 
由 也 的 正定 性 及 (1.5) 式 知 1 为 实 对 称 答 阵 . 而 -1 的 特征 值 二 ,… ， 
站 均 大 于 0, 则 由 线性 代数 知 , 了 -1 必 正 定 , 命题 1.3 证 毕 


命题 1.4 d 维 随机 向 量 X 空 (六 ,Xa) 服从 d 维 正 态 分 布 Na(1u 区) 
的 充分 必要 条 件 是 : 对 任何 d 维 常 值 行 向 量 a, XX 的 线性 组 合 aX' 服从 一 维 正 
态 分 布 N (an', aDa’). 


证 必要 性 . 设 X 服从 Naln, 忆 ), 则 其 特征 函数 为 
f(t) OA t= (#1, ey ta) 
上 二 (11,… ;Ja), 从 而 aX' 的 特征 函数 为 
E(ei**X'”) E(ei(™®)X’) 
= expfir(ow) - 37*(aZa))), 
此 即 coX' 服从 N (ay',aDa’). 
充分 性 . 若 对 任何 d 维 常数 行 向 量 a,aX’ 具有 正 态 分 布 N(ap',a2a'), 则 
aX' 的 特征 函数 为 
o(T) = exp iron 一 2 zol (1.7) 
亦 即 
E(expli(r7a)X']) = exp raw 一 5(ro)Z(ro) | , (1.8) 
在 上 式 中 取 r = 1. 由 于 av 是 任意 的 常数 行 向 量 , 故 可 视 之 为 特征 函数 中 的 目 变 
量 , 于 是 (1.8) 变 为 : 
E(expliaX']) = exp 区 一 Rd , (1.9) 


(1.9) 说 明 X 服从 Na(m 刀 ). 命题 证 毕 . 
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命题 1.5 设 瑟 = (Xi1,… ,Xa) 服从 Na(n, 马 ), 则 对 任何 7xd 阶 常数 矩阵 
DD 及 任何 7 维 常数 列 向 量 a, DX' +a 均 服从 N(Dn' +a,D5D'). 


证 设 t= (全力 )) 则 DPX'+a 的 特征 函数 为 : 


E(exp(it(DX’ + a))) 
一 eita eil(tD)p —#(tDE(tD)’) 


ee eit(at+ Dr’) se 3 DED)E) 
此 即 DX' 十 a 服从 下 述 > 维 正 态 分 布 : 
Nr(a+DM DZD1)， 


命题 1.6 设 和 = (Xi,…,Xa) 服从 Nal(j, 了 )， 则 X 的 任 一 子 向 量 
(Xi Xi) (其 中 <<d1l<<ii<io<.…<ir<d) 服从 正 态 分 布 Ni(p(")， 
中), 其 中 

HL) Se H on {i1, ee ,ir} 
D0") = Don {i ,ir} x {i ir}. 
证 显然 成 立 . 


命题 1.7 设 基 = (Xi ,Xa) 服从 Na 中) 则 {Xi1,… ,Xa} 相互 独立 
的 充分 必要 条 件 是 :只 = diag(oii,1 i 区 d) 是 对 角 适 阵 . 

证 设 和 服从 Na 号 则 XX 的 特征 函数 如 (1.3), 且 由 (1.4) X 的 协 方差 
矩阵 为 兄 . 

车 工 是 对 角 和 矩阵 , 则 由 (1.3) 知 X 的 特征 函数 为 .X1,… , Xa 各 自 的 特征 
函数 的 乘积 , 从 而 {X1,… , Xa} 相互 独立 . 

若 {Xi1,… ,Xa} 相互 独立 , 则 必 有 E((X; 一 pj)(Xj 一 12)) =0 (Vi 站) 所 
以 由 (1.4) 知 : 号 是 对 角 和 矩阵 . 


§2 Brown 运动 及 其 简单 性 质 
本 章 常用 Na(n, 工 ) 表示 d 维 正 态 分 布 , 其 中 jy 是 d 维 实 值 向 量 , 区 是 dxd 
维 实 值 对 称 方 阵 . j 是 期 望 向 量 , 允 是 协 方差 矩阵 . 
定义 2.1 设 X= {Xi:tET= [0,b)} 是 概率 空间 (0, 多 ,P) 上 的 取 值 RA 
上 的 随机 过 程 , b 可 为 oo. 车 
(1) Xs 服从 正 态 分 布 N(0,tI)(V0 入 t< 电 ,其 中 工 是 d 维 单位 矩阵 ; 


. 338 . 第 九 章 Brown 运动 与 多 维 正 态 分 布 


(2) X 具有 独立 增 量 , 即 对 任何 0 区 加 << 丰 < <th<b,{X,— Xe : 
1 和 ii< 1} 是 相互 独立 的 大 个 增 量 ; 

(3) Vw EQ,X(,w) 在 [0,5) 上 连续 ; 

(4) Xo = 0, 
则 称 X = {Xe : t € [0,5)} 是 标准 的 始 于 0 的 d 维 Brown 运动 , 记 之 为 
S.Bd.M.O.. 


对 于 取 值 于 Ra 中 的 随机 变量 Xs, 有 时 记 为 Xt = (X61l,… ,Xda).|z| 表示 
Ra 中 的 元 z 的 欧 氏 范 数 . 

由 命题 1.7, 若 Xi 服从 d 维 正 态 分 布 Na(n, 工 ), 则 X41,… ,Xea 相互 独立 
的 充 要 条 件 是 : 吕 是 对 角 和 矩阵 . 


附注 2.1 S.B4.M.O. 总 是 存在 的 . 这 就 是 著名 的 Lévy 定理 . 限于 篇 幅 , 本 
书 不 证 明了 . 有 兴趣 的 读者 请 参看 [35] 第 五 章 定理 2.1. 

命题 2.1 设 多 = {X,:te[0,0b)} 是 S.B4.M.O., 则 {Xik :te [0,b)} 是 
S.B1.M.O., 而 且 X41,… ,Xid 相互 独立 (Vt € [0,)). ( 记 Xi = (Xl ,Xd) 
为 d 维 行 向 量 .) 

证 由 于 XX 服从 正 态 分 布 N(0,t7),tI 是 对 角 和 矩阵 , 所 以 X41,… ,Xea 相 
互 独立 (Vt e [0,b)). 显然 Xe 服从 正 态 分 布 N(0,t), 而 {Xtx : t € [0,5)} 满足 
定义 2.1 中 的 条 件 (2), (3), (4) 是 显然 的 , 故 {Xix :t€ [0,5)} 是 S.B1.M.O.. 

命题 2.2 设 和 ={X :te[0 人 )} 是 S.B4.M.O., 工 是 dxd 阶 实 值 标准 正 
交 短 阵 , 即 L' = L-1, 工 的 行列 式 |L| = 1 (此 处 L' 表 工 之 转 置 ), 作 变 换 


Ye 一 (Ye1, EA , Ye,a) = XiL 一 (X41, Eb , Xtd) L(t € [0， b)), 
则 = {Ww :te [0,5)} 也 是 S.B4.M.O.. 
证 由 于 Xi 服从 a 维 正 态 分 布 Na(0,t7), 而 Y= XiL, 工 是 标准 正 交 矩阵 


所 以 3 亦 服 从 a 维 正 态 分 布 Na(0,t7). 直接 验证 易 知 {Yi :te [0,5)} 还 满足 定 
义 2.1 中 的 条 件 (2), (3), (4), 命题 得 证 . 

命题 2.3 若 {Xi:te [0,05)} 是 S.B4.M.O., 则 它 具 有 平稳 增 量 , 即 Xitn 一 
大。 人 与 向 一 X。 之 分 布 一 样 为 Na(0,(t 一 s) 了 (VO <s<t<b0<sth<tth< 
b). 

证 由 于 Xiph = (Xitp 一 Xs4h)+(Xsthp—Xo), 而 Xiph—Xsth 与 Xs+h—Xo 

Ul 

相互 独立 ， 所 以 若 令 XX 一 (X11,: 2 ) 大 wd) 2 (U1,: Wi , Wa) E Rd,w 一 


Ud 
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为 久之 转 置 , 则 有 


Ble ) = EB(eiCn Xotn) ) BleiXetne), 


从 而 由 Xi 服从 正 态 分 布 Na(0, 杂 ) 可 知 


E(ei(Xern—Xstr)u ) 和 E(eiXttnv)/E(eiXs+tnv ) 
= eo—#$u(tth)u / 一 和 (sj 


1 7 
_ .—5u(t—s)u 
= e-#$u(t-s)u 


此 即 Xi 一 和 与 Xi 一 六 的 分 布 一 样 都 是 Na(0, (t 一 s) 了 7). 
命题 2.4 设 {Xi:te [0,o00)} 是 S.B4.M.O., 则 对 任何 正 数 KK, 有 


"人 站 be) =0. 


tE[0,oo) 
证 因为 对 任何 w, X(。,w) 在 [0,oo) 上 连续 , 所 以 若 令 DD 为 [0, co) 中 全 体 
有 理 数 集 , 则 
() {IX < K}= {Xl < K} 


tE[0,oo) teED 


是 概率 空间 中 的 可 测 集 . 又 因为 


P | 门 {IX < | < P(Xi| < K) 


t€[0,00) 


J (ce 全 /er9 引 志 


< |/ (t € [0,oo))， 


lzl<K (27t)s 
命 t 一 oo 即 得 命题 2.4. 
命题 2.5 设 {Xi:te[0,b)} 是 S.B4.M.O., 任 取 0=to<ti<.…<tk<b, 
则 
(Xa, Keay Ken) = (Kiss » Kead; Xtal , Xessd;*** ;Kinsly*"* ,Kinsd) 
服从 dk 维 正 态 分 布 . 


证 由 于 Xs, 一 Xo, Xes — Xe 一 大， 相互 独立 ， 有 XX 
服从 d 维 正 态 分 布 Na(0， (ti Ey ti_1)7), 所 以 Xi,1l pr Xt;_1,l) Pe ,Xtid a 有 td 
相互 独立 且 服 从 正 态 分 布 , 从 而 


{Xu,1 Xto,1 Wi ,Xti,d 一 Xto,d; ee ; Xt Es Xt _1,l SS ， 全 td 2 Xiud 
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相互 独立 , 且 每 个 {X yp 一 和 ,中 皆 服 从 正 态 分 布 ,i = 1 大 一 1，d. 
但 是 若 令 


IT I 了 了 I 
0 TT I .和 I I 
0 0 I 了 I 

La,k = ， 太行 
0 0 0 I 了 
0 0 0 :…: 0 I 
Ne 


其 中 是 a 维 单位 矩阵 , 则 的 


做 
二 
所 以 由 命题 2.3 得 知 (XXX ,Xt_1, Xie) 服从 dk 维 正 态 分 布 . 
命题 2.6 若 {Xi :t € [0,b)} 是 S.B1.M.O., 则 对 任何 st € [0,5), 总 
cov(Xs, Xt) = s At.(s At EE min(s,t).) 
证 由 {Xi:te [0,5b)} 具有 独立 增 量 , Xi 服从 正 态 分 布 N(0,t) 可 知 


cov(Xs, Xt) = E(X,X:) 
一 COV(Xsnt, 及 svt 一 XeAi) 十 COV (Xsnt, Xent) 
= cov(Xsnt, Xent) = var(Xsnt) 一 SA 人 At 
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在 82 有 关 S.B“.M.0. 的 定义 中 , 我 们 就 给 出 了 它 的 轨道 的 一 个 最 基本 的 性 
质 : 即 一 切 轨道 都 是 连续 函数 . 本 节 中 , 我 们 将 要 讨论 它 的 轨道 的 一 些 更 深入 的 
性 质 . 

定理 3.1 设 {Xi:tE [0,00)} 是 概率 空间 (Q, 多 ,PP) 上 的 S.B1.M.O., 则 存 
在 Ae 多 ,P(A)=0, 当 weEA* 时 XX(.,w) 在 [0,0o) 上 无 处 可 微 . 

证 只 和 需 证 明 存在 4 e 多 , P(4) = 0, 当 wE4 时 , X(。,w) 在 [0,1) 无 处 可 
微 即 可 . 

任 取 定 we Q. 考虑 X(。w) : [0,1) 一 R. 车 存在 se [0,1), 使 X(.,w) 在 s 


可 微 , 则 必 有 
jim X(t,w)— X(s,w) 


vv 
jim pe = X’(s,w) 
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为 有 限 数 , 所 以 


{we 0: 存在 se[0,1), 使 X(.,w) 在 s 可 微 } 
C N {oen: 存在 se [0,1) 使 lim 2 0) < 村 
k=1 


t— 


C Utwen: 存在 se [0,1),6 = 6(s,w) > 0, 使 
k=1 


[X(t,w)— X(s,w)| < klt—sl, 当 s 
























































<t<s+6}. (3.1) 
但 是 ， 当 < < hns <i< ns 十 1 时, 有 
Ce nt EN RR, | (3.2) 
n n n n n n n 
所 以 , 由 
[X(t,w)— X(s,w)|<klt—s| (ss<t<s+d) (3.3) 
及 (3.2) 式 可 推出 
xs- 
n n 
1 十 2 
+ 人 本 -xd 
Ey ne 十 uo 
n n 
4 3 7k 
ke— eC— 二 一 —. : 
< he 十 ke 二 二 (3.4) 
仿 之 可 证 
| (SS ) -x (和 bo)| < 村 < (3.5) 
n n nn 
x* (3) -x (5o)|< 革 < 本 (3.6) 
n n n ~ nn 
故 当 人 <6hns<i< ns 十 1 时 ， 


[X(t,w)— X(s,w)| < klt—s| (s<t<s+d6) 


过 
>|x (二 -x( 二 :oj 人 
nN nN nN 


{w EN:IX(G,w)— X(s,w)| < klt— sl,s 


所 以 


<t<s+o} 


C U 虹 jx (50) -x (zo)| < 人 EE} 
n>4 ns<i<ns+1i+l<i<i+3 nN n, n 
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因此 


{we Q; 存在 se€ [0,1),6 = 6(s,w) > 0, 使 
[X(t,w)— X(s,w)| < klt—sl, 当 s <t< s 十 和 


-| 


m=1n=m 1&i&n+1it1&j<git3 


Oo Oo Oo 2 1 7k 
4=UU 站 门 人 :区 (oJ-X( 写 2o 咱 < 
k=1 m=1n=m 1&i<nt+1it1<i<it3 n n n 


但 是 


rose (RUN 


k=1 m=1 n=m 1&i<n+l1i+l<igi+3 





-x( 忆 < 习 ) 


由 {X(t) :t € [0, 00)} 具有 独立 平稳 增 量 及 X(t) ~ N(0,t) 可知: 


5” 1 x(2)-x( 蕊 :)|< 至 ) 
(i 了 了 nN n n 
< lim supP | UU 站 


1&i<nt+1it1<ij<i+3 
ntl 。 

lim sup 》 书 站 { x( 
i i1<jSi+3 " 

n+l1 i+3 。 

7 一 1 7k 

1 P — |i<C— 
Jap2 [I P(x (2)- | | 


i 二 1 j=i 十 1 
7k 
n n 


n+l 
,lim n sup 》， P (xl 
= lim sup(n+1) / edy 
也 一 OO 








人 





| 
Se 
x 
2 
(人 -> 
3 | 1 
上 天 
> 
人 
3 |a 
\ 一 一 / 
一 














i=1 
ly| 和 全 1 
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im sup(n + 1) ( /去 - 
lvyl< 北 

lim sup(n + 1) ( / 

Ea ly 六 


14k\3 
= lim n Sup(m 十 1) ( 记 = 0. 


人 


由 (3.8), (3.9), (3.10) 式 得 定理 3.1. 


所 以 


因此 


必 


所 以 


定理 3.2 设 {X(t)j :te [0,00)} 是 S.BI.M.O., 令 





lim Y=1, L?, 且 a.s.. 
N+oo 


证 由 命题 2.3 得 知 





E(|lY, — 1|?) = var(Y,) 


~(( 鸭 (后 ))) 


on 





(人 的 -zx 人 


Zn,p ~ N(0, 1), E(Znk) = =1, E( 





!) WY 去 ， 


Zhk) = 二 3， 


var(22 4) 三 E(24 %) 一 E(22 4.) =3—1=2. 


(3.10) 


(3.11) 


(3.12) 


(3.13) 


(3.14) 


(3.15) 
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将 (3.14), (3.15) 式 代 入 (3.13) 式 , 得 
E(|Y, — 1|2) = 2-22。2n。2 = 2-"+l. 
因此 lim E(|Y, 1)=0, 即 | 
im Yn =1, LL: 
但 是 ， 
已 (| 多 一 十 > sj) 么 
所 以 由 Borel - Cantelli 引 理 得 知 lim 2 = 1,a.8. 


vl ) _ 2 
E2 E2 








定理 3.3 设 :te [0,00)} 是 S.B1.M.O.,Y 如 定理 3.2 所 定义 , 则 
妈 之 工大 


x ) x ( 往 !) 一 oo， a.s.. (3.16) 
证 由 次 0 


“< (有 (区 -<( 且 四 时 半 ( 鸭 -< 
但 X(.,w) 在 [0,1 上 一 致 连续 , 所 以 
sr 的 -zx(9-。 
因此 , 由 lim Yh = 1, a.s., 得 知 (3.16) 式 成 立 . 


命题 3.1 设 随 机 变量 YY 服从 正 态 分 布 N(0,0o?), E(|Y|*) = po*(Ya € R), 
其 中 




















lim 


nO0 Te 





Le 
o= 志 厂 |zl"e 三 dz. 
证 直接 计算 立即 可 得 命题 3.1. 


定义 3.1 设 { 和 :teT} 是 概率 空间 (0, 多 , P) 上 取 值 于 Rs 的 随机 过 程 ， 
全 可 为 开 区 间 , 可 为 闭 区 间 , 可 为 半 开 半 闭 区 间 , 可 为 有 穷 区 间 亦 可 为 无 穷 区 间 . 
若 

(1) Xi 一 XX 服从 正 态 分 布 N(0,o?(t 一 s)1)(s,t E T,o? > 0,T 是 d 维 单位 
给 阵 , 0 是 d 维 向 量 ); 

(2) 和 具有 独立 增 量 , 即 是 对 任何 to < <… <tpti ET{Xi, — Xe : 
1 < i < k} 相互 独立 , 则 称 XX = {Xi :t ET} 是 d 维 Brown 运动 . 记 之 为 
B4.M.. 
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若 还 有 0 e TT, Xo = 0, 则 称 是 始 于 0 的 d 维 Brown 运动 , 记 之 为 
Bs.M.O.. 


命题 3.2 设 久 = {Xi:tET} 是 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 Bd.M., 则 存在 
X 的 一 个 完全 可 分 的 修正 基 = {XX : t E 工 }, 它 几 乎 一 切 轨 道 久 (。,w) 都 是 连 
续 的 , 即 存 在 A e 多 , P(A) = 1, 使 得 对 每 个 we 4,X(。w) 在 全 上 都 连续 . 

证 令 XX = (X41,… ,Xea), 对 任何 te 工 , 任何 1<k<d, 都 有 

lim E(|Xix — Xsxl’) = limolt— s|=0, 
故 {Xk :t € [0,5)} 是 随机 连续 的 , 从 而 由 第 六 章 定理 1.1 得 知 : 它 存在 一 个 完 
全 可 分 的 修正 {Xk :te TT}. 又 由 命题 3.1 知 存在 常数 p 使 
E(|Xip— Xsnl®)=po°lt— sl (Ya > 0) 

(因为 (Xi 一 Xp) ~ NW(0,o2|t 一 s|)), 所 以 用 [108] 83.2 定理 2 ( 取 a > 1 即 可 ) 
得 知 : 对 几乎 所 有 的 w, Xixr(w) 是 t 的 连续 函数 . 命题 3.2 得 证 . 

附注 3.1 对 Bd.M.X 而 言 , 相应 的 命题 2.1 至 命题 2.6 都 成 立 . 

附注 3.2 类 似 于 S.Bd.M.O.,Ba.M. 当然 恒 存在 . 

附注 3.3 设 X 是 BL.M., 类 似 的 定理 3.1、 定理 3.2、 定理 3.3 都 成 立 . 

附注 3.4 由 于 命题 3.2 成 立 , 以 后 所 言 Bh.M., 都 假定 是 它 的 完全 可 分 的 


修正 , 因而 其 几乎 所 有 的 轨道 都 是 连续 的 . 为 简单 计 . 不 妨 设 其 轨道 都 是 连续 的 
(通过 把 概率 空间 “净化”, 总 可 做 到 这 点 ). 

附注 3.5 ”所谓 标 准 的 始 于 0 的 取 值 于 Rd 的 Brown 运动 S.B4.M.O., 就 是 
一 般 的 Brown 运动 B4.M. 当 Xo = 0,o? = 1 的 特殊 场合 . 

前 面 我 们 研究 Brown 的 轨道 性 质 时 , 仅 研究 了 轨道 的 连续 性 、 不 可 微 性 及 
无 “有 界 变 差 性 ”等 . 下 面 我 们 将 较 深入 地 研究 一 下 Brown 运动 的 轨道 性 质 . 

仍 设 dim(…),y -mm(。) 是 第 一 章 定 义 5.1 和 定义 5.2 中 所 定义 的 Hausdorff 
维 数 与 由 y 决定 的 Hausdorf 测度 . 

定义 3.2 设 几 是 Rd 上 的 具有 紧 支撑 KK 的 有 限 的 Borel 测度 (当然 具有 
可 数 可 加 性 ), a > 0, 称 

def. 1 
内 至 人 /sdy) (3.17) 

为 4 的 a 一 能 ; 称 


CK) esup 人 :1 是 具有 紧 支撑 K" CK 的 Borel 慨 率 测 度 } (3.18) 
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为 K 的 a 一 容 度 ; 称 
dimo(K) Einf{fa > 0:Cs(K)= 0} 
= sup{fa > 0:Ca(K) > 0} 


为 所 的 容 度 维 数 (约定 二 = 0)， 
众所周知 : 由 Frostman 定理 (参见 [40] 第 一 章 定 理 4.5) 得 
dimc(K) = dim(K) (VY 紧 集 K C 有 Rd). (3.19) 


和 以 前 一 样 , 仍 用 f(4) 表示 函数 f 在 4 上 之 像 集 (4 是 f 的 定义 域 中 
任 一 子 集 ), f-1(B) 表示 函数 f 在 B 的 逆 像 集 (B 是 f 的 值 域 中 的 任 一 子 集 ). 
如 果 X= {X(t) :te TT} 是 以 (E,@) 为 状态 空间 的 随机 过 程 , 4 Cc T,B cC 书 ， 
则 定义 X(4) 枝 X(4)(.),X(A)(w) 至 {X(t,w) :te A}(Vw € OQ);X-1(B) 社 
X-1(B)(.),X-1(B)(w) 于 {teET: X(t,w) € B}. 称 X(4),X-1(B) 分 别 为 久 
在 4 上 之 像 集 与 在 B 上 之 逆 像 集 . 显然 , X(4) 和 X-1(B) 都 是 随机 集 . 有 时 
记 

X(4)(w) = X(A,w), XB)(w) = 和 (B,w). 

定理 3.4 设 久 = {X(t):te[0,1]} 是 Bs.M.O.,d>2, 则 P(dim(X([0,1])) 

证 首先 我 们 指出 : 由 X 的 轨道 的 连续 性 可 知 : 

对 任何 w,X([0,1)(w) 是 Rd 中 的 紧 集 , 所 以 , 由 Frostman 定理 可 知 


dim(X([0, 1))) # dimc(X([0, 1))). (3.20) 
(1) 推 证 
dimo(X([0,1)) > 2,， a.s.. (3.21) 
为 此 , 只 需 证 明 对 任何 1 < a < 2, 有 
Cs(X([0,1])) > 0， a.s., 
亦 即 只 需 证 明 : 对 几乎 所 有 的 w, 存在 X([0, 1]) 上 的 Borel 概率 测度 几 使 
I.(p) < oo. (3.22) 


(Ca 与 I 分 别 由 (3.18) 与 (3.17) 所 定义 .) 
事实 上 , 由 X, - X。 服从 正 态 分 布 N(0,o?(t 一 s)7) 及 命题 3.1 可 知 存在 常 
数 c 使 
E(|X: 一 Xe °)= clt— ssl?. (3.23) 
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把 (3.23) 两 边 积 分 得 
1 pl 0 
LA(/ [ [Xt — X,| dedt dp=c/ [ lt£— s|-sdsdt < oo. 
i 1 pl 
上 | — Xs| “dsdt < co， a.s.. (3.24) 
0 Jo 


固定 任意 w€ 9, 令 D(w) = X([0,1],w), 
L(A)= LG({tel0,1: X(t,w) € A}), AceB(D(w)), 


其 中 .名 是 一 维 Lebesgue 测度 , we Q. 
由 于 X(.,w) 连续 , 所 以 轨道 X(。,w) 可 视 为 概率 空间 ([0, 1], 多 ([0, 1]), 组 ) 
上 的 取 值 于 Rd 的 随机 变量 . 而 如 就 是 X(.,w) 的 分 布 , 即 


Ww = A 0 (X(e,w)) 1. (3.25) 
(kw 是 X(,w) 的 “到 留 时 测度 ”) 所 以 如 是 D(w) 上 的 Borel 概率 测度 (Yw € 
Q). 
由 (3.25) 和 (3.24) 可 得 
人 TU ) = zz— yl wu,(dr)no(d 
(po) | yp dz) (dy) 
. / / lz ye G(X) € dr) G(X(s,w) € dy) 

D(w) JD(w) 


. 上 上 |x (0) — XCs,w)|-odsdt 
0 J0 


< oo (对 几乎 所 有 的 we Q 及 任意 1 < a < 2). (3.26) 
由 (3.26) 知 
dime(X([0,1])) > 2， a.s.. (3.27) 
(2) 推 证 
dime(X([0,1)) < 2, a.s.. (3.28) 
为 此 , 只 需 证 明 对 任意 a > 2, 有 
sc 一 ma(X(0,1)) < oo， (3.29) 


事实 上 , 任 取 aw > 2, 有 0 < = < 5， 由 B4.M.O. 的 H5lder 连续 性 (参见 [40] 
第 二 章 命题 1.3) 知 : 对 几乎 所 有 的 w, 存在 常数 c > 0,6 > 0 ( 均 不 依赖 w), 使 得 
[X(t+h,w) — X(t,w)| < ch 
( 当 0 <t<1,tthsg1,0g<h<d). 
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因此 由 上 式 即 得 
X(t,t+h]) C B(X(t), chz), 


其 中 B(z,7) 表示 以 z 为 中 心 、 以 7 为 半径 之 开 球 . 所 以 , 若 取 二 < 5, 由 上 式 
立 得 


C | 区 (交工 ,CM ] ， a.s.. (3.30) 
J (x (SS) mi) 
若 令 名 (d) 为 Ra 中 一 切 开 球 , 则 有 常数 扩 > 0 使 


5s2 —m(X([0,1])) < K lim inf {Seentsy : Pi € B(d), 


i 二 1 


Us > X([0,1]), diam(B;) < zm | 


ca 


=K lim m2cm-*)* = 天 (2c) < co， as.. 
7 一 OO 


此 即 (3.29) 成 立 , 从 而 (3.28) 成 立 . 
由 (3.20), (3.21), (3.28) 即 得 定理 3.4. 
事实 上 , 我 们 还 有 比 定理 3.4 更 强 的 结果 . 


定理 3.5 在 定理 3.4 的 条 件 下 , 总 
P(dim(X(4)) = 2dim 4,， 对 [0, 1] 中 任何 Borel 集 4 均 成 立 )=1. (3.31) 


证 明 参 见 [40] 第 二 章 定理 2.3. 

我 们 知道 : 若 X = {X : t € [0,o0)} 是 B1.M.O., 则 对 几乎 所 有 的 轨道 
X(。,w) 来 说 , 它 穿越 任 一 水 平 线 都 有 无 穷 多 次 , 即 {t e [0, 00) : X(t,w) = 2} 是 
无 穷 集 . 这 个 无 穷 集 究 竟 有 多 “大 ”? 下 面 的 定理 精确 地 回答 了 这 一 问题 . 实际 
上 , 它 的 结论 所 回答 的 问题 比 我 们 所 提 的 还 要 广 和 深 . 

定理 3.6 设 针 = {X(t):te [0,o00)} 是 B1.M.0.,B 是 R 中 任 一 Borel 集 ， 
则 

Pp (adim(x 1(B)) = TS) = (3.32) 
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特别 地 , 当 B= {zx} 是 R 中 的 单 点 集 时 , 久 -1(B) = {t :X(t) = Zz} 就 是 X 穿越 
水 平 线 z 的 时 间 集合 . (3.32) 告诉 我 们 : 这 个 集合 的 Hausdorf 维 数 是 了 (对 几 
乎 所 有 的 轨道 X(。w)) 

证 明 参 见 [40] 第 二 章 定理 4.3. 


关于 Brown 运动 轨道 性 质 , 在 此 不 再 详细 讨论 了 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [40] 
及 其 后 所 列 的 参考 文献 . 
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本 节 讲 述 不 变 原理 . 限于 篇 幅 与 本 书 的 性 质 ， 只 讲述 不 变 原理 的 本 质 、 意 
义 、 结 论 及 其 应 用 , 而 不 给 证 明 . 证 明 所 需 篇 幅 太 大 , 有 兴趣 从 事 这 方面 研究 的 
读者 , 可 参看 有 关 文 献 . 

为 讲述 不 变 原理 , 首先 介绍 Wiener 空间 . 

定义 4.1 令 人 为 全 部 定义 在 [0,oo) 上 取 值 于 Rd 的 在 零点 函数 值 为 0(R4 
中 之 零 向 量 亦 用 0 表示 ) 的 连续 函数 , Q 中 的 元 素 用 w 表示 , 即 

0 = {wi:w(*):[0,00) 忆 RA4,w(,。) 连续 ,w(0) = 0}. 
再 令 Xi 为 9 上 的 坐标 函数 , 即 Xi(w) = w(t)(t € [0, 00),w € Q), 有 时 亦 记 XX， 
为 久 (t), Xe(w) 为 久 (t,w). 
再 令 多 是 使 一 切 Xi 可 测 的 最 小 o 代数 , 即 
F= VV Xr(B)=0(X-1(B):t el0,o%),B eH), 


t€[{0,00) 


其 中 gs 是 d 维 欧 氏 空间 Rd 中 的 全 体 Borel 集 . 
设 { 叶 (t) :te [0,o00)} 是 概率 空间 (6, 多 ,PP) 上 的 B4.M.O0., 对 任何 正 整 
数 m, 任何 Bi e B44i=14..,m 和 0=to<ti<to < <tm 令 Jn = 
{t1,. ,tm}, 定义 
Pr (区 全) — X(to)] € Bi,:*: , [X(tm) — X(tm-1)] € Bm) 
= P(X) — (to)] € B1,.:. , [X(tm) — F(tm-_1)] € Bm) 


-TI P([X(ti) — X(ti_1)] € Bi) )= I] P(X —ti-1) € Di) 


i=1 
-11/ [ee -a0 a) /re a) 


. 350 . 第 九 章 Brown 运动 与 多 维 正 态 分 布 


其 中 ,之 = (zl ,za) € RY,|z|? = 3 ZU dz = dl ,dza. 

由 (4.1) 式 所 定义 的 集合 函数 Bb, 显然 可 唯一 地 扩张 到 o(X(t1) 一 X(to)， 
X(t2) — X(t1), (tm) 一 天 (可 -1)) = (和 二) ,X(tm)) 上 去 , 而 成 为 一 概 
率 测度 已，. 

令 工 = [0,o0),p(T) 为 了 之 一 切 有 限 子 集 , EB = Rd4& = B1685 = 
KS R=6,5 CT. 任 取 J = {1,… ,tm} E p(T).4A € 687, 定义 


P(A) = P1(X7*(A)), (4.2) 


其 中 Xj = (X(t1),… , 针 (tm)). 易 证 {Pi : J e p(T)} 是 (BE,8) 上 的 一 个 投影 
测度 系 (其 定义 参见 [35] 第 四 章 定理 3.1). 再 定义 
P(x7'(A)) = 万 (4) (Ae @’,J ev(T)), (4.3) 
则 由 [35] 第 四 章 定 理 3.1, 五 是 全 体 柱 集 构成 的 代数 
6 ={A:A=77'(A), Ae el’,Je vy(T)} 
上 的 概率 测度 , 其 中 rz 是 由 [35] 第 四 章 (3.1) 式 所 定义 的 由 ET7 到 五 7 的 投影 
P(X7'(A)) = P(X7!(A)) = P(A) = P(r7!(A)) (4.4) 
(A € 87,J Ew(T)). 由 五 是 代数 @y 上 的 概率 测度 易 证 PP 是 代数 
Fo0={M: M = X71(A),Ae el’, e vy(T)} 
上 的 概率 测度 , 故 P 可 唯一 地 扩张 到 o 代数 
F= V Xr!(H)= 0(F0) 
tE[0,co) 
上 去 . 扩张 后 的 概率 测度 仍 用 P 表示 , 遂 得 概率 空间 (Q, .多 , PP), 称 之 为 Wiener 
概率 空间 , P 称 为 Wiener 测度 . 
Wiener 概率 空间 (Q, 多, P) 上 的 坐标 过 程 {X(t) :t € [0, 00), X(t,w) = w(t)} 
是 一 个 B4.M.O.. 因为 由 (4.1) 式 知 定义 3.1 中 的 (1) 和 (2) 成 立 , 由 8 的 定义 
知 Xo 三 0, 所 以 {X(t) :te [0,o00)} 是 Bd.M.O.. 
附注 4.1 若 取 定义 4.1 中 的 { 葬 (t) :te [0, co)} 是 概率 空间 (6, 多 ， 4 上 
的 3.B4.M.O., 则 定义 4.1 中 得 到 的 Wiener 空间 (Q, 多, P) 称 为 标准 Wiener 空 
间 (P 为 标准 Wiener 测度 , 为 了 形象 化 本 节 用 W 表示 标准 Wiener 测度 , 用 


(Cl[0, 1], 多 (Cl[0,1]), W) 表 标 准 Wiener 空间 .其 上 的 坐标 过 程 就 是 $S.B4a.M.O.. 
正 因 为 如 此 , 有 时 称 B4.M. 为 Wiener 过 程 , 称 S.B4.M.O. 为 标准 Wiener 过 程 . 
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现在 我 们 简单 地 介绍 不 变 原理 . 

在 第 五 章 中, 曾 讲 过 中 心 极限 定理 ( 简 记 为 CLT). 所 谓 一 列 随 机 变量 满足 
中 心 极限 定理 , 意 即 此 随机 变量 列 的 分 布 弱 收敛 到 标准 正 态 分 布 N(0,1). 最 简 
单 但 也 最 常用 的 中 心 极限 定理 是 : 若 {X,m > 1} 是 概率 空间 (9, 多 , P) 上 的 一 
列 二 阶 矩 存在 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 , {5:,n > 1} 是 {X%,n > 1} 的 正则 化 
部 分 和 , 即 是 | 

一 。_ 9n 一 五 (9") 
9， DX 5S» TD 

则 随机 变量 列 {5:,n > 1} 满足 CL,T, 即 


(n> 1), 


(= 表 弱 收敛 , 定义 见 第 三 章 ). 

那么 什么 叫 不 变 原理 呢 ? 设 (Cl[0,1], 多 (Cl0,1]),W) 是 前 面 定义 的 标准 
Wiener 空间 , {{X("(t),t e 上 ,1]},m > 1} 是 概率 空间 (9, 多, P) 上 的 一 列 实 
值 随机 过 程 , 简 记 随机 过 程 {X(t),t e [0,1]} 为 站 . 显然 X 可 视 为 


0 > 有 to 


的 随机 元 . 
若 Po (XO)-1 二 WW, ( 当 n 一 oo), 即 对 任何 4 e 多 (R01), 只 要 4 为 
W 的 连续 集 , 则 有 
im P(X™ e 4) = W(A), 


(4 为 W 的 连续 集 , 即 W(4°) = W(4°) = W(4)), 则 称 {Xn > 1} 服从 不 变 
原理 . 
Donsker (参见 [20]) 在 1951 年 证 明了 下 述 不 变 原理 . 


令 


在 %Y 上 定义 踢 离 : 
p(x,Yy) = sup lz 的 一 yz € 有 
t€[0,1] 


乡 是 p 产生 的 距离 拓扑 ; 

多 XY 些 ZB(9) 是 9 产生 的 o 代数 ; 

Cl[0,1] 是 定义 在 [0,1] 上 的 一 切 连续 实 值 函 数 x, 且 x(0) = 0. 

设 {wi,i > 1} 是 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 相互 独立 的 具有 公共 分 布 的 实 值 
随机 变量 列 , 而 且 E(wi) = 0,var(wi) = 1. 令 


SO = yn (n 之 1). (4.5) 
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对 任意 正 整数 n > 1, 对 任意 m” 个 实数 4,… ,mm 定义 多 中 的 函数 y, 如 下 : 


71， 当 t=0, 
AE ,7n) = 一 1 4.6 
人 时 n) Ti， 当 te (: | (0 


n “多 





注意 : 当 NT ,Tn 固定 ， yn(。iT1) 7) EN. 
设 CicCI0,1]cC 缀 且 O01 的 Wiener 测度 W(C1)=1. 
设 户 : 2 己 RB, 而 且 满 足 : F 在 C1 上 连续 且 2/ 多 (R) 可 测 . 


全 


易 见 , 固定 任 一 正 整数 ”及 满足 性 质 (4.6) 的 ys 和 上 述 忆 ， 


XO EE {X(t), te [0, 1]} (4.8) 


是 一 个 随机 过 程 . 

定理 4.1 (Donsker) 设 {wi,i > 1} 是 (Q, 多 ,P) 上 的 相互 独立 具有 相同 
分 布 的 随机 变量 列 , 且 E(wi) = 0,var(wi) = 1, {Xn 之 1} 是 由 (4.5)~(4.8) 所 
定义 的 随机 过 程 列 , 则 {XX(,n > 1} 服从 不 变 原 理 , 即 


Po(X™)! SW. (4.9) 


Donsker 定理 在 不 变 原 理发 展 的 过 程 中 ， 是 一 个 里 程 碑 式 的 定理 ， 概括 性 强 ， 
包含 许多 重要 的 有 概率 直观 的 极限 定理 作为 它 的 特例 . (参见 文献 [20] 后 面 所 列 
的 参考 文献 .) 

下 述 诸 推 论 均 沿袭 定 理 4.1 的 符号 . 

推论 4.1 (Kac 一 Erd5s 定理 ) 设 {wi,i > 1} 满足 定理 4.1 中 的 条 件 ，Sn 
是 其 部 分 和 (n > 1), 则 下 述 四 个 极限 分 布 存在 , 且 不 依赖 ui 之 分 布 : 

(1) 8 = max{S1,… ,Sn}/Vn (n> 1); 

(2) E22 = max{|S1),.… ,|Sn|}/Vi (n>1); 

(3) 60 = 二 > (n> 1); 


(4)__1 2 
(4) &%, 一 元 5 总 ISi| (n> 1). 
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证 在 定理 4.1 中 分 别 取 F(z) 为 


FU(z) = sup z(t) (zs € 2); 
te[0,1] 


F(z) = up Iz(D| (ze 2); 
. 
F(3) (x) = 上 z(b2dt (x € 2); 
0 


1 
FO(z) = 上 lz(ldt (ze 2), 
0 


则 可 知 


A 光 


(k=1,2,3,4,n > 1). 


所 以 由 定理 4.1 立 得 推论 4.1 成 立 . 
作者 在 文献 [41] 中 把 Donsker 定理 的 固定 加 项 的 部 分 和 Sn" 换 为 随机 加 项 
的 部 分 和 Sz。, 亦 得 到 相应 的 不 变 原 理 , 其 中 {2n,n > 1} 是 取 正 整数 的 随机 变 
量 列 . 
定理 4.2 ( 见 [41]) 设 {wi,i>1} 和 {2n,n 之 1} 是 (0, 多 ,P) 上 的 两 个 随 
机 变量 列 , {Wi} 相互 独立 且 有 相同 的 分 布 , {Zn} 取 正 整数 ,而且 
i 2Z, PP 


也 一 Oo Qn 


(其 中 {an} 是 趋 于 oo 的 正 实数 列 , P(Z > 0) = 1,2 与 {ui} 独立 .) FF 满足 定理 
4.1 中 的 条 件 , yn 亦 如 (4.6) 所 定义 . 令 


5 Sz, 
Xn) =F (ys, ( 壤 … 戎 ))， 风 1 
nn n 


2 91 

(2n) (+ 一 瓦 t; 一 一 一 之 1， 
F,y ( ) Yzn 2 Van V Qn 

X(2"%) = {XE (t),t el0,d}, n> 


议 (2") = {X00), t e [0, d}， n>1, 
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下 面 我 们 简单 地 介绍 一 下 Markov 链 的 不 变 原理 . 本 段 有 关 Markov 链 的 
基本 概念 均 沿 袭 第 六 章 . 

设 {zn,n = 0,1,…} 是 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 一 个 时 齐 的 可 数 状态 的 
Markov 链 , 其 状态 空间 EE 由 一 个 正常 返 类 所 组 成 . f 是 定义 在 妃 上 的 任 一 实 
值 函 数 , 令 

= f(zi), Yi: 


i=0 
再 设 (i) 是 {zw,u > 0} 第 nn 次 返回 状态 i 的 时 刻 , 再 令 pn(i) = T+41(i) 一 Tn()， 
而 i(n,i) 是 由 关系 
Ni)(D) Sn < Nn)+1(d) (4.10) 
所 确定 的 唯一 的 非 负 整 值 的 随机 变量 . 取 i 为 任 一 固定 的 状态 . 故 可 把 i 略 去 
不 写 , 以 免 符号 过 于 复杂 . 令 


T1—1 Ti(n)+1—1 
兰 >》， y;, YY”(n)= > ， Yj (4.11) 
7=0 了 一刀 十 1 
Tz 十 1 一 1 
= 》、 yy, (4.12) 
了 一 Tv 
则 
l(n) 
Sn=Y + 用 十 Yo) (4.13) 
2 一 1 


再 设 EB(Y) 存在 , 并 令 jy = E(Y)/E(pv),f =f-4,%j = f(z;) = yi 一 上. 再 令 


Tu+1—1 Tv+1—1 
一 ZI， U, = > ， |zjl, (4.14) 
I=Ty 了 7 一 Tv 
则 有 
Ti 一 1 l(n) Ti(n)+1—1 
Sn 一 Ha = >» 3 > oj 
2 一 1 7=n++1 
ln) 
只 Zr 人 2 二 20 (4.15) 


2 一 二 


再 设 E(U2) < oo,0 < var(2,) = 五 (22) 2 < 00, 卫 = (rij,i,j EB) 是 


{zn,n = 0,1,…} 的 遍历 极限 . (参见 第 六 章 定理 5.3 中 的 (5.6) 式 ). 再 令 


rh Zy 


B= 027ri ii 9 (n) 一 W, 一 一 ， (4.16) 
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(注意 : 由 于 {zn,n = 0,1,…} 的 状态 空间 已 由 一 个 正常 返 类 所 构成 , 所 以 由 第 
六 章 定 理 5.3 知 zi > 0, 从 而 B > 0, 故 (4.12) 式 中 诸 量 有 定义 .) 

由 [13] P.78 定理 3 知 {Wi,v > 1} 是 相互 独立 的 具有 公共 分 布 的 随机 变量 
序列 , 而 且 E(W,) = 0, var(W,) = 1. 

对 任何 正 整 数 n 和 及 任何 正 数 b, 令 


rT 





a 2_W, 
Ee 时 v=1 
Qs Ws Q;(b) = yr (4.17) 


如 Donsker 定理 中 的 符号 , 仍 令 
和 = {€ :&() 是 定义 在 [0,1] 上 的 、 除 了 有 限 个 跳跃 点 以 外 均 连续 的 实 值 
滑 数 }; 


p(é,n) = sup |é(t) —n(t)|, é€,n€ 2; 
te[0,1] 


9 是 p 产生 的 距离 拓扑 ; 

多 YX = 8B(9) 是 9 产生 的 Borel c 代数 ; 

C([0, 1]) 是 一 切 定义 在 [0, 1] 上 的 实 值 连续 函数 > 且 zx[0] = 0. 

(C([0， 1], 多 (C0, 1]), W) 是 前 面 定义 的 标准 Wiener 空间 . C1 C C([0， 1])， 
WI(O1) =1. 

再 令 

m= (所 于 7=1,2,.….,k, 

A1, t=0, 


(4.18) 
Nj, teEl;,I = 1,.…,n, 


Un(t; AM, ,Mn) = | 


显然 ， 对 任意 固定 的 正 整数 Nn, 及 实数 入 1 ， ,An, Un(® ) 入 1， a ,An) € . 
定理 4.3 ([42]) 在 上 面 诸 假设 下 , 我 们 有 : 
(1) 设 F(&) 是 定义 在 多 上 的 有 界 泛 澡 ,而且 对 拓扑 9 来 说 , 在 Ci 上 连 
续 , 对 多 Y 来 说 是 可 测 的 , 则 
ima, | Plun(t; S; (n), ,8%(n)) Pd) 
noO0 Q 
= FOWCS9 (4.19) 
C([0,1]) 


(2) 设 FP(E) 是 定义 在 多 上 的 泛 函 (不 一 定 有 界 ), 而 且 对 拓扑 9 来 说 在 C1 
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上 连续 , 对 多 完 来 说 可 测 , 则 


lm, | exp(AP (en(t; Si(n), ,5%(m))) Pd) 
0 


= 人 a PAPCE) We) (4.20) 
(3) 设 F(E) 满足 (2) 中 的 条 件 , 则 对 W(F(€) < 和 ) 的 任何 一 个 连续 点 和 , 都 
有 
im P(F(un(t;S1(n),... ,Sa(n))) < N) 
=W(F(é) < N), (4.21) 
即 下 列 随机 过 程 列 : 


Ha, BE {Fun(t; $7(n),:. ,5S2(n))),t e [0,1]}, n=1,2,. 


的 分 布 Po 万 ;7 弱 收 和 敛 到 标准 Wiener 测度 W. 
证 明 可 参见 [42]. 
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六 1 
1. 设 p 维 随机 向 量 X= | : | 服从 yp 维 正 态 分 布 N(0, 允 ), 即 X 的 期 望 
Xp 
向 量 y= B(X) = 0, 协 方差 矩阵 为 只 记忆 = (0i;,i,7 = 1,2,… ,p). 试 证 明 : 
(1) 对 任何 不 相等 的 i, j,k, 有 


E(XiX;Xk) = 0; 
(2) 对 任何 不 相等 的 i, j,k,l, 有 


E(XiX; XkXI) = 0i,j0kl + OikONl + OilOj,k: 


2. 设 X= 多 的 联合 密度 函数 为 


1 22 十 至 】 

人 | > 0， 
f(z1, 22) Ee exp ( 5 当 T172 

0， 反之 ， 


试 证 : Xi 和 Xe 的 边缘 分 布 函 数 都 是 正 态 分 布 . (注意 : 显然 X 不 服从 二 维 正 态 
分 布 .) 
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3. 设 Xi1,… ,Xn 为 相互 独立 的 随机 变量 , X; 服从 正 态 分 布 N(ji,o2)(i = 
1,… ,n), 再 令 


Y = or/ 和 or 
i=l1 i=1 
Nn 

2= ,00 (Xi—Y), 
“一 1 


试 证 了 与 2 相互 独立 . 
公 1 
4. 设 和 X= | XX。 | 服从 三 元 正 态 分 布 Na(/ 吕 ), 其 中 
A3 


试 求 3X1 - 2X2 + X1 的 分 布 函数 . 
5. 设 Xi 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1), 令 


m= 当 -1<X1i<g1, 
Xi， 反之 ， 

试 证 : 

(1) Xz 也 服从 标准 正 态 分 布 N(0, 1); 

(2) (Xi, XX2) 不 服从 二 元 正 态 分 布 . 

6. 请 讨论 中 心 极限 定理 与 不 变 原理 的 关系 , 您 能 用 不 变 原理 解决 哪些 中 心 
极限 定理 ? 

7. 在 统计 的 大 样本 理论 中 , 不 变 原 理 有 用 吗 ? 如 果 有 用 , 您 能 用 不 变 原理 解 
决 哪些 问题 ? 

8. 在 定理 4.3 中 , 研究 的 是 确定 性 环境 中 的 经 典 Markov 链 的 不 变 原理 , 对 
于 随机 环境 中 的 Markov 链 , 有 关 它 们 的 不 变 原理 将 有 什么 新 面貌 ? 理论 上 有 
重大 意义 吗 ? 
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本 章 中 恒 用 df 表 分 布 函数 , c.f. 表 特 征 函数 , R.V. 表 随 机 变量 . 对 实 变 复 
值 函 数 f(t), 恒 用 肌 (/) 表 其 实 部 .2(X) 表 R.V.X 的 分 布 . 

若 G(z) = o2F(z), F(zx) 是 df., o? 是 正 实数 , 则 称 G(z) 是 准 分 布 函数 , 用 
d'f. 表 准 分 布 函数 . Lebesgue 可 测 函 数 g(z) 关于 d'f. G(z) 所 产生 的 L-S 测度 
( 简 记 为 G) 的 积分 用 


/seace) (或 /aeda) 


表示 (或 简 记 为 「 gaG). 

前 面 几 章 研究 的 有 关 的 极限 定理 ， 都 是 随机 变量 序列 (或 随机 过 程序 
列 一 一 如 不 变 原理 ) 的 极限 性 质 . 

本 章 所 研究 的 极限 定理 , 是 关于 随机 阵列 


X11,.** ,Xlk 
{Xn = $4 KX2,1,*** ,KX2,k2 


(满足 某 种 性 质 ) 的 极限 性 质 . 
本 章 主要 研究 三 个 问题 : 
1. 无 穷 可 分 律 的 特征 , 具体 到 找 出 其 分 析 表 达 式 ; 
2. 一 个 满足 某 种 性 质 (下 面 将 要 引进 的 u.a.n. 性 质 ) 的 随机 阵列 {Xne}j, 其 
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kn 
E24 (> xs 
k=1 
弱 收 敛 到 某 个 无 穷 可 分 律 的 充分 必要 条 件 ; 
3. 无 穷 可 分 性 是 Lévy 过 程 的 特征 . 


81 无 穷 可 分 性 
定义 1.1 称 随 机 阵列 


及 1 1， ” Xk 
{Xn,k} = 4 XK2,1, +* , KX2,k2 (1.1) 


是 一 个 渐 近 可 忽略 体系 (简称 u.a.n. 体系 ), 如 果 对 每 个 固定 的 n> 1,{Xni,.…; 
Xnkn} 是 相互 独立 的 随机 变量 ( 即 {Xn kn} 中 每 一 行内 部 的 随机 变量 是 相互 独 
立 的 , 但 行 与 行 之 间 未 必 独 立 )， im kn = oo, 且 


lim Xnk 一 0， 了. (1.2) 
对 一致 成 立 , 即 对 任何 。>0 有 


Lim 1 P(|Xn,x| 2 2) = 0. (1.3) 

定义 1.2 称 R.V. X 是 无 穷 可 分 的 ( 记 之 为 i.d.R.V.), 如 果 对 任何 正 整数 
n 之 1, 都 存在 相互 独立 的 具有 公共 分 布 的 R.V. XI,… ,Xn, 使 处 = Xi 十 … 十 
Xn; | 

仿 之 , 称 cf f(t) 是 无 穷 可 分 的 ( 记 之 为 i.d.c.f.), 如 果 对 任何 正 整 数 n> 1， 
都 存在 cf fn(t), 使 f(t) = (fn(t))"; 

称 dfF(z) 是 无 穷 可 分 的 ( 记 之 为 i.d.d.f.), 如 果 对 任何 正 整 数 n > 1, 都 
存在 df 已 (z 使 FUz) = (FaxPao# 到)(T) 蛙 Fn*(z), 其 中 * 是 卷 积 符号 
Fr" 表 所 (7T) 产生 的 L-S 测度 的 n 重 卷 积 . 


显然 i.d.R.V. X 的 df. 和 cf. 都 是 无 穷 可 分 的 . 


附注 1.1 如 果 随 机 变量 阵列 {Xk} 是 ua.n， 体系 , 其 相应 的 特征 函数 
阵列 {fx(t)} 或 相应 的 分 布 函数 阵列 {五 ,x(z)} 分 别称 为 ua.n.cf 体系 或 
u.a.n.d.f. 体系 , 简称 u.a.n. 体系 . 
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命题 1.1 下 列 六 条 件 等 价 ( 即 ua.n. 体系 的 定义 有 六 种 定义 法 ): 
() lim 1 P(|Xnk|>e)=0 (一 切 s>0); 

(ii) im ,a _2(1 一 fnx(t)) =0 (在 t 的 任 一 有 限 区 间 上 一 致 成 立 ); 
(ii) im | Inax 上 1- Jokb=0 (在 t 的 任 一 有 限 区 间 上 一 致 成 立 ); 
(iv lim me |1 ~— fnx(t)| = 0; 

(v) lim max .22(1 一 fag(t)) = = 0; 


也 一 Co 1<k<kn, 


12 
2 a ER< fa 1+22 Td"(s) = 0, 


其 中 fk(), Fnk(z) 为 Xngk 的 cf 和 df, 多 (z) 表示 z 的 实 部 . 
证 (i)=3( 让 . 考虑 | 引 < 工 . 设 (i) 成 立 . 
De 上 人 (1 ~ coszt)dFnt(2) 


= / (1 — cos zt)dFng(z)+ / (1 — cos zt)dFnx (7) 
|z|<e |z|>e 


2072 
> / 2dFus(x) (lt| <T), 
2 lzj>e 





由 (i) 得 
Ba (me 20 -140)) < SF (<) 
由 <s>0 的 任意 性 即 得 (ii). 
全 ) 沪 ( 道 ). 设 (成 立 . 由 于 


1 faplt) = BL — fanlt)) 上 isintzdPhk(z) 


2 


[ isintzrdFnx (7) 
及 1 





< . sin? trdFny (7) 
及 1 
;/ (1 — cos 2t7)dFnr (7) 
2 /Ri 


= 52(1 ~ frx(20)) 
故 由 (ii) 可 得 (过 ). 
( 阁 ) 坟 (iv) 坊 (v) 显然 成 立 . 
(v) 僵 (vi). 用 [39] (4.8) 积分 不 等 式 有 


Ts a /1 1 十 7 TI 到 dk(z) < 1 M(2) kh FR(1 — fnrlt))dt. 
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再 用 勒 贝 格 控制 收敛 定理 , 由 (v) 可 得 (vi). 
(vi) 坟 (i). 因为 


2 
Z2 1+22 
max P(|Xnx| > e)= | Max / 


一 一 一 0 k (I 
1<k<k [zl2e 1+ 72 EE nz 


1 十 6E? 
< 一 一 一 
a), Pi 


所 以 (vi) 僵 (iD. 


关于 uan. 体系 {Xnx}， 
(i) lim max ~h(Xnk) = (p(Xnk) 是 Xng 的 中 位 数 ); 


mn 一 oo 1&k& 
(这 ) im J lzlrdPk(z) = 0 (r > 0,7 > 0), 特别 地 ， 若 令 
Gak (Tt) = Jizl<r TaFnk(z 7),an(T) = max lank(7)|, 则 lim n an(7) = 0; 


1<k&kn 
(iii) im Da levienr WEF k(t) — 1|= 0; 


(iv) 对 于 任意 的 6> 0, 存在 N(b) > 0, 当 上 <b,n>n>N(b) 时 ,log fnx(t) 
存在 且 有 限 , 还 有 


log fnx(t) = (fnx(t) — 1) + Onx(fnrlt) — 1)°, 
log(e eons) fp(t)) = (eT ione fin(t) — 1) + Onn(e mr fn lt) — 1)?, 


其 中 |gnk| < 1,|0%4| < 1 
(v) 对 于 任意 5 > 0,7 > 0, 存在 ci(7,b) > 0， a b) > 0, 使 


C1(7,b) sup |e-ians(DtP — 1| < 性 a 
rigs 


1+22 

< can,b) 人 Gfox (Oat 
‘ b 

< 上 log | fun (lade. 
0 


此 处 Fk(z) 和 fxr(t) 分 别 为 Xn 的 df 和 c.f.. 


证 (i) 因为 {Xnk} 为 u.a.n. 体系 , 故 对 任何 。 > 0, 存在 正 整数 N(e), 当 
n 之 N(e) 时 有 


1 
1 P(lXnr| >e) < 5 


从 而 


1 a HXnk) € (eeh 


由 s 的 任意 性 知 (i) 成 立 . 
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(ii) 任 给 7 > 0,7 > 0, 有 


max Z| dk(Z 
RE 人 rapwa 


< dF, S 
es A [zlraFox(z) + [zl adFne(z) 


/ 
1<kShn Jeclzl<r 
< T T 
<e +7T Ha | MPug 
对 一 切 0<s<r 成立 , 再 用 es > 0 可 任意 小 及 {Xnk} 为 u.a.n. 体系 可 得 (ii). 


(ii) 因为 {Xnk} 是 u.a.n. 体系 ,an(r) 一 0, 所 以 {Xnk 一 ank(7)} 是 uacn. 
体系 , 而 Xnk 一 ank(7) 的 特征 函数 为 e-ienr(7)tfigp(t), 故 用 u.a.n. 体系 的 第 (iv) 
个 等 价 条 件 即 得 (ii). 

(iv) 由 于 {Xnkp}, {Xnk 一 ank(7)} 都 是 u.a.n. 体系 , 所 以 


—iank(T)t = 
1 | 的) 1| 一 0， 1 |e fnx(t) 1| 一 0， 
故 (iv) 成 立 . 
(v) 由 于 


le 一 wet 的 一 二 = / CO — DdFnx(z) 
R 











< | dFnx (7x) 十 / (eit(2—onk(7)) = 1)dFnx (7) 
|z|>7T |z|<T 








< 2 / dFnx (2) 十 
|z|>7 


1 
lz|<7 2 


/ Ja 


十 











< 2 / po 
|z|>T 





| | 7 


一 Qnk (7))? 
(z — ank(7))? 


上 
<@+lianetD 人 apwG 十 互 E+Cr+leneC 


/ Tank(T)) Pa 


zl<r 1+ (2 — ank(7))? 


+ a Ce 和 


dFnk (Z) 


1 无 窜 可 分 性 * 363 ， 
但 是 ， 


1 二 (一 |ank(7)|)” 
a dFnp(z) < / 人 


lzlzr (7 — |anx(7)))? 


(7 — ank(7))? 
。 EYE 


由 上 述 二 不 等 式 并 注意 ,lim ma lank(7)| = 0 可 知 存在 c(7,t) > 0, 使 


一 Oo 1&<k< 


eoal) = < ond {Ts Gr sda (o) 
a Td Pnk(s + ankg(n)). 
所 以 , 有 ci(7,5) > 0, 使 


c1(7,b) sup 1 —1| 3 1 et 


人 入 | 

又 因为 

(2= Lnk)? > (Z 一 ank(T))? +2(8= ank(T))(ank(7) 一 An)， 
即 

(2 — ank(7))? & (2 — Jpnk)? 十 2(z — ang(T)) png 一 ank(7)). 
但 是 

(Zz Ea Qnk(T ))” 
上 1 十 (z 一 ank(T))2 CdFnk(z) 
< /MM — ank(T))?dFnx(z) 十 a dFx (2), 

而 


/ _e- ak(r))2dPk(z) 
< / [(z — pong)? 十 2(z — ang(T)) (pong 一 ank(T))]dFnk(Z) 
|z|<7 
< /ec 一 po)j2dPk 人 az) 


+2(luat| 二 |ank(r)Dlank(rjl 人 二 UPk(a)， 
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所 以 
[ _(T — ank(T) Fa 
R 


1 1+ (7— ank(T))? 


< / | (z 一 pnk)2dFnk(z) 
TI<T 


+[2(lntl| + lone(T)Dlane (7)| + / dB 
仿 前 , 可 证 存在 D(7) > 0, 使 


(2 ~ ank(7))” 
人 可 证 CE 


Re 2 
< TE 


rx2 
三 D(7) 上 Tz3dne( 十 Link)-. 
由 [36] 第 二 章 (4.8) 0 等 式 有 


人 运 1 —— dr(T+ ink) < MI( of {1— [fnxr (tl2}at. 
总 之 , 存在 c2(7,b) > 0， 使 


| te 
了 及 


1 工 十 (z 一 Qnk(T))2 


b 
全 | 人 -的 Pd 


b 
< —2c2{7, b) 上 log |fnx(t)|dt. 
0 
命题 1.2 若 f(t) 是 id.cf., 则 
(1) f(t) 无 处 为 0; 
(2) 对 任何 正 整 数 n, 存在 cf f(t), 使 
fn(t)” =f0), 有 8 lim fn(t)=1 VeR). 
证 (1) 由 f(t) 的 无 穷 可 分 性 知 : 对 任何 正 整数 n， 存在 cf fn(t), 使 
fn(t)” = f(D), 所 以 
HG = |fn(OF, 
又 因为 | jb < 1, 所 以 
Jim |fn (OF = im, ly 


dt js _ Jj1, 当 f() #0 
0 当 /0 = 
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而 f(b) 是 连续 函数 , 7(0) = 1, 所 以 存在 5 > 0, 使 得 由 < 5 时 , 1/(b)| > 5, 从 而 
由 考 56 时 , g(t) = 1, 所 以 g(t) 在 0 点 连续 ,从 而 g(t) 也 是 cf., 故 g(t) = 1(vt € R)， 
所 以 f(t) 无 处 为 0. (1) 证 毕 . 

(2) 若 f(t) 是 idcf, 由 (1) 知 f(t) 无 处 为 0, 所 以 log f(t) 存在 且 有 穷 . 由 
i.d.c.f. 的 定义 又 知 对 任何 正 整数 mw 存在 cf.fn(t), 使 f(t)”* = f(t), 故 


fn(t) = exp 全 log /9) 
满足 (2) 中 的 要 求 . 命题 证 毕 . 
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定义 2.1 称 概率 空间 (Q, 多, P) 上 的 实 值 随机 过 程 XX = {Xi,t € [0, 00)} 
是 Lévy 过 程 , 如 果 它 具有 平稳 的 相互 独立 的 增 量 , 即 是 

(1) 对 任何 hh>0,0<<s<t,(Xith 一 六 ) 与 (大 一 大) 的 分 布 相同 ; 

(2) 对 任何 正 整 数 即 > 关 2, 任何 0 <to<t < < tn,(Xe — Xio), (Xe, 一 
Xi , (Xe 一 Xi,_)) 相互 独立 . 

对 于 Lévy 过 程 {Xi,t € [0, 00)}, 不 妨 设 Xo = 三 0. 


命题 2.1 Lévy 过 程 {Xi,t € [0,oo)} 的 每 一 个 随机 变量 XX 都 是 i.d.R.V. 


证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
下 面 我 们 引进 四 族 特征 函数 . 


5 itz t 1 十 Z2 
9 - 一 切 exp (iu 十 上 ( i Ts ) 7 d(x), , 
其 中 a 是 实数 ,更 (z) = o2F(z),o? > 0, F(x) 是 df. 
2 = { 一 切 id.c.f.}; 


kn 
= {1 = II fnx(t) : {fk(t)} 是 任 一 ua.n.cf. fk 系 


k=1 








kn, 

2, 2 | f= ,me [fr() : {4"} 是 任 一 实数 列 ， 

Ea 2 k=1 1 
{fnx(t)} 是 任 一 u.a.n.cf. 体系 . 


注意 : ,2%, 24 是 三 族 特征 函数 是 显然 的 , 但 91 是 一 族 特征 函数 却 是 要 
证 明 的 . 

由 于 中 的 函数 是 由 a 和 更 (z) 决定 的 , 所 以 9 中 的 函数 了 用 {a, 亚 (z)} 
表示 . 

VV 表示 更 (z) 所 产生 的 L-S 测度 . 
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命题 2.2 2 中 每 个 {a, 亚 (zZ)} 都 是 cf.. 











是 xz 的 有 界 连续 函数 (在 z = 0 的 函数 值 定义 为 lim (ee- ,ite ) 1+22 
= 一), 而 生 是 一 个 有 限 的 I-S 测度 , 所 以 若 信 


四 1 1+2 yo 
A i. ( 1 二 Be 


{aQ, V(rz)}= lim eiottin. 
Am—00 


又 因为 {fa, 亚 (z)} 在 t=0 连续, 所 以 为 证 {a, 亚 (z)} 是 cf., 只 需 证 明 f(t) = ei" 
是 cf.. 今 分 [—An,, An,) 为 








则 有 


一 4， = = a < atn? < ‘< a = Anm,, 


atm 7 天 0，lim max (ai al®) |) 一 0,- 


n—00 1&j< Omj— 全 


则 








n (n) (n)\2 

ita 1 + (am; 
ee 7=1 1 十 (Qn )? (am;)? 
“(Valy) — at)_1)). 


所 以 , 存在 常数 C9, AY) > 0 使 


(Cn) LA) [eitem 
Fall ,lim le ?+ Am (ee 4 0 
=1 


这 就 说 明 f(t) 表 成 了 nn 个 c.f. 的 乘积 的 极限 , 又 因为 f(t) 在 t=0 连续 , 所 
以 fm(t) 是 cf. 


定理 2.1 人 B== 人 = i. 
证 任 取 {a, 亚 (z)} e 幼 , 对 任何 正 整 数 w， 


(egwoj=( 人 2 ， 


而 由 命题 2.2， 人 站] 是 of 所 以 fa ,更 (z)} 是 idcf, 即 fa 更 (z)} € 2. 
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任 取 f(t) e 9%, 由 命题 1.3 (2), 存在 cf 列 {f(t),n > 直 使 
dm fo) = 1 (falD) = 0) (n>1). 


取 和 如 =m (Vn2D),fnr(t)= fn(t) (lg kg kn =n), 则 


kn, 
f(t) = [I fx). 
k=1 


又 因为 


im, Bex Ifa -1 = lm lfn(t) -1 =0, 


所 以 {fk(t)} 是 u.a.n.cf. 体系 , 从 而 f(t) € 2. 
9% C 2 是 显然 的 . 
和 Cc 91 留 在 定理 4.1 中 证 明 . 


定理 2.2 设 {Xite[0,oo)} 是 Lévy 过 程 , 则 
(1) 存在 {al, 亚 1(zZ)} € 1, 使 六 ] 的 c.f. 为 E(eitX:) 一 {ai, 亚 1(Z)}; 
(2) 对 任何 > 0,X 的 cf 为 EB(eitX) = {vai,vyi(z)}. 


证 (1) 由 于 Xi 是 id.R.V., 所 以 (1) 成 立 . 
(2) 由 于 {Xet [0,00)} 具有 平稳 独立 增 量 , 所 以 对 任何 正 的 有 理 数 =, 有 


万 (e™#) _E 0 
= 和平 ‘Cre) 
J (。 


= E(e**#) = E(eitX1)t. (2.1) 
对 任何 实数 we [0,o0), 总 可 取 正 有 理 数列 {ra}, 使 7 一 wu. 所 以 由 (2.1) 
立 知 (2) 成 立 . 
由 定理 2.2 知 : 对 Lévy 过 程 {Xi,t € [0,o00)}, Xi 的 cf 为 


f1(t) = exp (ia 十 站 ( i ) i ma)) (2.2) 


1+zx2 x2 








(2.2) 式 亦 可 表 为 


A (2.3) 
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其 中 





a 2 上 [ itz 二 和 | a (2.4) 
v 是 R 上 的 Borel 测度 , 满足 


zx2 
人 二 1 十 zz -av(dz) < 99， v({0}) =0. (2.5) 
由 定理 2.2 还 知 : Xu 的 cf 为 


, i itr AT 十 2 
fu(t) = exp (iu 十 f+ (< tl 证 3 ) 3 )) (2.6) 


刻 折 =e 作风， 的 由 (2.4) 定义 . (2.7) 
(2.6) 和 (2.7) 都 称 为 Lévy 一 Khinchin 公式 . 


附注 2.1 设 义 = {Xi,t € [0,o0)} 是 Lévy 过 程 , 则 X 的 分 布 由 Xi 的 
分 布 唯一 决定 , 从 而 X1 的 cf.{ai, 于 1(z)} 或 e-* 唯一 决定 , 即 是 实数 al 与 
1(z) 唯一 决定 , 或 al 与 测度 > 唯一 决定 , > 称 为 Lévy 测度 . 


证 由 公式 (2.6) 、(2.7), X 的 分 布 由 ai 与 Vi(7) 或 ai 与 v 唯一 决定 . 再 
用 X 具有 平稳 独立 增 量 易 证 X 的 有 限 维 分 布 








或 


P((Xu,,: ,Xun) € An,) 


由 Xi,(i = 1,… ,n) 所 唯一 决定 , 从 而 X1 的 分 布 唯一 决定 , 故 X 的 分 布 由 加 
的 分 布 唯一 决定 . 

由 此 附注 看 出 Lévy 测度 v 是 何等 重要 , 它 是 刻画 Lévy 过 程 的 概率 规律 的 
特征 量 . 
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在 前 一 节 中 , 我 们 介绍 了 无 穷 可 分 律 的 分 析 表示 式 , 并 用 标准 符号 {a, 亚 (z)} 
表示 . 这 一 节 我 们 重点 证 明 {a, 亚 (z)} 的 表示 法 唯一 , 且 在 某 种 意义 下 连续 , 即 
是 

(1) 若 {Q1, V1(z2)} = {faa, 亚 2z(z)} € D1, 则 al = a2, 更 1(z) = 亚 2(zZ). 

(2) 若 {an, Yn (7)} € Diln > 1),an 一 a, Vn 一 VY,{a, T(z)} € 细则 
{Qn, Vn(7)} — {a, T(z)}. 

定理 3.1 (唯一 性 定理 ) {a, 亚 (z)} 唯一 地 决定 了 a 及 更 (z). 
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证 令 {fa, 亚 (z)} = ev 由 作 
Y y(t +h)+w(t— h) 
g(t) = 0) — 人 tt 


1 2 
二 | fa — Cos ha)ee Edy(o) dh 


; 2 
=- (1 ) aye) 


sinyV 1 十 2 
s0-/ (ms) 10 
(7) wm ， 砚 (y) 


则 @(z) 等 于 一 个 分 布 函数 乘 以 非 负 常 数 o?, 且 
大 全 二 上 人 ited®(z). 


由 傅 氏 变换 的 反 演 公式 知 p(t) 唯一 决定 了 B(z), 所 以 ev 中 唯一 决定 了 
1 
v= 人 
y 2 
又 因为 a 由 更 (z) 及 {fa, 亚 (z)} 所 唯一 决定 , 故 {a, 亚 (z)} 也 唯一 决定 了 a. 定 
理 证 毕 . 
定理 3.2 (封闭 性 及 连续 性 ) (i) Qn 一 CQ 亚 n(Z) 一 ， 亚 (7Z) 一 {an， 亚 "(Z)} = 
{0, (7)}; 
(i) 若 {any Ws(z)} 一 六 是 cf 则 an 一 oi(z) 二 T(z), 且 f= 
{a, T(z)}. 
证 (i) 是 第 三 章 定 理 5.9 的 直接 推论 . 
(i) 因为 {an, a(z)} 一 ff 是 cf., 所 以 
{an, Vn(zZ)} 一 f(t) (在 |< 上 一 致 成 立 )， 
因此 


上 人 
藻 令 


， 2 
eja (ee 一 1 一 让 ) 1+3— -和 dVn(7) 


|{Qn, Yn(2)}| = 








ela1 (cos tz 一 1) 二 dyn (7) 








一 | 


在 | 由 < TT 上 一 致 成 立 . 
取 5>0, 使 |f()|>3 ( 当 则 <5 时 ), 不 妨 令 5<7, 则 


1 十 Z2? 
2 





lim (1 一 cost7) 
及 


NOOO 


dVn(7) = —log|f(D| < ca 
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在 | 丰 < 65 上 一 致 成 立 . 因此 存在 正 数 c 使 


i hn- 





1 十 2 oy | 
2 dEn(Z)| dt<e (n>z1), 























此 即 | 
上 人 @ 一 ne dn,(z) < (n > 1). 
由 于 存在 正 数 4 和 B, 使 
0<Az< 0- 号 ?| <B<o% (对 一 切 ze RD)， 
所 以 sup sup 亚 (z) < c. 但 是 
rER!1 n>1 
(Ls costz)- < 一 +|1— costz| i 一 
所 以 
上 和 (2+ ): (i 
R1 2 
因此 


FO > eets)e>0 (teRl) 
从 而 log |f(#)| 存在 且 有 穷 te R1). 令 


Yn(t) = iont+ | (er 二 itz ) 洁 1 十 Z2 EDD)， 
及 1 








1 十 Z2 
则 
lim wn(t)=logf(t) 在 全 和 了 上 一 致 成 立 . 
若 令 
2 
yb = log f(0), gly) = ( = mY) 二 


@， == d¥n(y), 
四 = | ,av 
则 由 Wa(z) 的 一 致 有 界 性 知 ynlt) 在 te 10,1] 上 一 致 有 界 , 故 由 控制 收敛 定理 


]i itz I® 
1mm 上 € n (z) 


1 We 
Se 1/ he 
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上 式 右 端 在 t = 0 连续 , 又 因为 盏 ,(z) 可 表 为 一 个 分 布 函数 乘 以 非 负 常 数 , 且 
sup sup En(z) < D < oo, 因此 存在 B(z), 它 等 于 一 个 分 布 函数 乘 以 非 负 常数 ， 


你 过 1 ZE 及 1 


8n(z) 一 BT) (一 oo)， 


从 而 存在 亚 (z), 它 亦 为 某 一 分 布 函数 乘 以 非 负 常数 , 并 有 














所 以 
轴 人 (人 
= 上 人 (er [EE 中 十 dg( 
又 因为 


im yn (t) = v(t), 
把 上 述 两 式 相 减 , 即 发 现存 在 a, 使 
im Qn = 0. 
再 用 本 定理 的 (i) 知 
lim {Qn, V(z)} = im eyn = {0, T(z)}. 
但 前 面 已 证 
im ev"(® = f(2), 
所 以 f(t) = {a, 环 (Zz)}. 定理 证 毕 . 
命题 3.1 人 重合 于 有 限 个 Poisson 型 的 特征 函数 f(t) = exp(iakt 十 
Mx(eiort 一 1)) 之 积 的 极限 特征 函数 族 . 
证 在 命题 2.2 中 已 证 前 者 含 于 后 者 . 为 证 命题 3.1, 只 证 后 者 含 于 前 者 . 任 
取 
f(t) C2 eiat+A(e ”一 1)， 
作 更 (z) 如 下 : 更 的 测度 集中 的 a 点 , 且 更 ({aej) = Xo2/(1+o2), 则 f(t) = 
{e+ wo] < 91, 再 注意 1 对 函数 的 乘法 运算 和 极限 运算 是 封闭 的 ， 
则 命题 得 证 . 
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命题 3.2 f(t) e 2 —> eiotf(bt)e 9. 


例如 , 下 列 诸 特 征 函 数 是 无 穷 可 分 的 . 

(1) 退化 分 布 的 特征 函数 eiot; 

(2) 正 态 分 布 的 特征 函数 ezet- 二 

(3) Poisson 分 布 的 特征 函数 eX(e 0; 

(4) 有 限 个 或 可 数 个 Poisson 型 的 特征 函数 之 积 


Dlios +Aj(e'*°it—1)] 


f(t) = 
(其 中 ; oj 收 合 , a #0, 和 Xj; > 0 >) N < %); 
(5) Cauchy 分 布 F(z a a 的 特征 函数 


f(t) = 可 
(6) Pearson 第 三 型 分 布 函数 的 特征 表 数 
7 四 =(- 询 (ce>0) 


附注 3.1 无 处 为 0 的 特征 函数 不 一 定 是 无 穷 可 分 的 . 例如 R.V.X 0 


下 : X 仅 取 -1,0,1 三 个 值 , 对 应 的 概率 为 ,7, 3. 其 特征 函数 为 F(t) = ae 二 
3 1 


T+ je = > 0, 但 f(t) 不 是 无 穷 可 分 的 . 事实 上 , 若 和 与 X1 ++X2 


的 分 布 丽 数 相 同 , Xi 与 Xs 独立 同 分 布 , 则 Xi 最 多 只 能 在 二 个 不 同 点 上 有 正 
概率 ， 不 妨 设 Q1 < a2, P(X1 三 a1) 一 p, P(X1 二 a2) =1—py, 于 是 P(X 一 
2a1) = p2, P(X = a1+a2) = p(1 —p), P(X = 2a2) = (1 一 p)?. 由 oa <a2 得 


p(1 一 p) = 5,(1 一 p)? = 二 而 此 为 不 可 能 


3++cost 
4 


1 
2a1 = —1,ai++a2 = 0,2a2 = 1,p2 = 8 
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在 这 一 节 中 , 我 们 要 补 证 完 定理 2.1, 即 是 要 补 证 9% C 久 , 亦 即 要 证 明 
u.an. 体系 的 极限 特征 函数 族 , 就 是 无 穷 可 分 特征 函数 族 乡 . 


引 理 4.1 设 {fnx(t)} 是 uan. 体系 , 且 


kn 2 
D> /dls+ank(r) <e<o0 (e 与 nn 无 关 ) 
三 1 
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eg (ti){an, 更 n(z)}， 


其 中 Frk(z) 是 fnx(t) 之 df，ank(r) = fol<rTdFnkp(ZT) 如 83 所 定义 ,9n(t) 一 
1, An 是 实数 ， 


Ki kn 
化 
Cn 一 一 4 十 十 >=/ Tz nk 二 ank(T)), 
Km 
Va(z) = J dFnp(y + ang(7)). 


kn, k,, 
以 后 在 不 会 混淆 的 情况 下 ， 简 记 ank(r) 为 ank， 人 > ) 为 
1 
证 今 frrlt) 一 etonk fp(t), 任 取 to € 有 1， 再 令 Znk 二 fr (to), An, = 
AnC— Dank; W, = eiAnto I fnx(to), 则 
天 k 


.全 Cy > log znk 
Wi, = eiAnto [I Znk=€ iAnto oC 


k 


一 eiAnto men + ) 


|zng —1|= |fnxr(to)(e net — 1) + (frr(to) — 1)| 
< le iorrto 1|+ |fnxr(to) — 1), 


由 {fnk} 是 u.a.n. 体系 知 
lim max|lank|=0, lim max|fnx(t) —1|=0, 
no0 kk n=00 kk 


所 以 , 若 令 6 = max jzng 一 1, 则 有 6% = o(1) (n 一 00). 因此 , 由 u.a.n. 之 性 质 
(v) 有 


2 
Lr 
-1l|<A 一 一 一 Ce(Z 十 Q 
2 |zmk | Op k( nk) 
入 c<oo (n>1). 
< 


jz 一 1 < 6 > lznk—1|=0o(l) (nO—= 0%). 
k 
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因此 , 取 
一 习 [ 总 (zk 一 1)2 一 … 
人 
则 有 im_ 0 人 to) 三 1 且 


W,, = 0,(to)e- i Anto se 中 


A itor ~1)dFn, 
| On(to)e™iAnto ,eS fa1 (e” 0 1) k(T+a x) 


= g(to)er"tt /a (ero -1 ) 二 于 do) 
Yn 


定理 4.1 (广义 中 心 极限 定理 ) 设 {fnx} 为 uan 体系 , {An} 为 一 串 实数 ， 
车 


im e "TI fxlt) = f0), 
k 
f(t) 是 cf., 则 f= {a, 秋 (z)} € 9, 人 是 2 中 所 定义 的 无 穷 可 分 特征 函数 族 . 
证 由 ua.n. 体系 性 质 (v) 有 


| ee sdFnk(T + ank) 


< —2c2( T; 00) ) 广 Slog fnrlt )|dt. (4.1) 
而 
Jlim I fae (OF = If， (42) 
k 


又 因为 特征 函数 序 称 收敛 到 特征 函数 在 有 限 区 间 上 总 是 一 致 的 , 且 |f(t)P 连续 ， 
f(0) = 1, 所 以 可 以 取 适 当 小 的 io > 0, 使 


0 和 -log 的 < M (— lt < 6o,n > 1), 
k 
也 就 是 
0< -2 loglfnr(t)| < M (— 切 < oo0,n>1), (4.3) 
k 
由 (4.1) 和 (4.3) 得 知 引 理 4.1 的 条 件 成 立 , 故 由 引 理 4.1 得 
eiAnt [| sb = On(t) {on, Tn(z)}, On(t) 一 1 
k 
而 lim On (t){an, Vn (7)} = f(t), 所 以 
f(t) = lim {Qn, Yn(2)}. 
而 {Qn Vn(z)} e 急 , 所 以 由 83 定理 3.2 9 的 封闭 性 知 f(t) € 91. 
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本 定理 完成 了 定理 2.1 中 未 证 明 的 部 分 : 2 C 91 
下 面 我 们 研究 e-i4nt jx 的 一 {a, 亚 (z)} 的 充 要 条 件 . 
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定理 5.1 若 {fnx(t)} 为 u.a.n. 体系 , 则 
lim eh" 本 fnrk(t) = {0, T(z)} 
的 充 要 条 件 是 


Vn(z) 一 (2), 《cn) 
an 一 Q (对 一 个 或 一 切 7 > 0)， (co) 


其 中 
> 
Vn (7) = / 一 一 CCFnk(V 十 ank)， 
k (—00,7) 1 2 


2 
化 
an 一 一 4 十 》 amk 十 > Tad nk(T 十 ank). 
k k 


注意 ; 由 于 ank = Qnk(7), 所 以 亚 n(z) 与 on 都 和 7 有关 . 
证 必要 性 . 仿 定理 4.1, 可 证 
Zz2 
Dede ton) <e<o (与 4 无关). 


故 由 引 理 4.1 有 
eiAn “Ti = = 0n,(t) {Qn, n(T )}, 0,,(t) 一 十. 


而 
lim ereatT[ js = {0 Yo)), 
k 


“ 375。: 


所 以 lim {Qn, Yn (x)} = {fa, 亚 (z)}. 用 定理 3.2 得 : an 一 a, 各 (7) 一 ， 亚 (Z). 


充分 性 . 若 {fr(t)} 是 u.a.n. 体系 , 且 
an 一 QO, Vn(z) — T(z). 


则 由 im 亚 n(co) = 亚 (co) < oo 有 


| TE 
= Yn (00) <c<oo (与 n 无 关 )， 
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此 即 引 理 4.1 的 条 件 全 部 满足 , 所 以 


et I 0 = 0n(t) {Qn, Yn(2)}, On(t) = 1. 


而 由 定理 3.2 有 
{om, Yn (2)} 一 {0, (2)}. 
所 以 
,lim ee I iw = {0, V2)}. 
定理 证 毕 . 
由 于 


Vn(z) 一 Vz), oan 一 a 
的 概率 意义 不 太 明 确 , 下 面 我 们 再 给 出 一 个 充分 必要 条 件 . 为 此 , 需要 作 一 些 准 


备 工作 . 
两 个 不 等 式 设 {Fk(z)} 为 u.a.n. 体系 . 


i 2 Qnk(T 
9 5 h dFnp(y + Gank(T)) 


2 
2 J Vy dk) | (L,. van | ee 0 


其 中 不 妨 令 0<z<7, 且 


IAn| < >/ dFnr(y) + (z+ 2e)? |/ dFnx(y) (5.2) 
EE lyl>z k 


rz—e&|y|<z+e 


(只 要 n> N(e,z,7)). 
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2 J VdFnk(y + onk(7)) 
一 — Qnk(T))2dF, 
于 -eaDjPapagg 
毕 > / (Want(r) ?dForly) + A 


Eelamty) + A + A® 
天 ly 


|<z 


= 2 iW ydFnk(y) 一 2ank(z) + 上 ojanugj 十 A® 十 A 
lyl<z lyl<z 


k 


2 
= > i 7 ar) (oe wp ) | 


+AG) + A®) + AU. (5.3) 





IA®| < >》 |on 
k 

2 0 
“(oD 加 PR (= = max ou)， 


|y|>z 





k(T)? 一 ank(Z)? A dFnx(Y) 


a8 -5 1 _ (ok(z) -ank(r))(2g 一 ank(z) -ank(r))aPu 人 


= > (on (z) -onk(r)) mm 2(y 一 ank(Z)) 十 (ank(Z) 一 ank(7))]GFnk(9) 


5b Co -orajanl 人 ap 


k YI 之 z 


EO / dno)| 
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所 以 若 注意 a = max lank| 则 得 


IA®| < 2(on(c) + an(7))an(z) 5 / a 
k “Iyl>z 


2 
十 > (2 wap) ) 


< 2an(o) + an(r))an(o) 六 apag 
k Ivyl>z 
2 
72 dF,, 
2 (L, 0 
和 2(an(z) 十 an(T))an(z) 并/ QFnk(y) 
k “lyl>z 


+72 (np apug 2 GFnk(y) 


Iy|>z 





2 
< je 十 an(7T))an(Z) 十 T mx dFnx(y) 


。 QFn 
> a ,gj 


因为 在 u.a.n. 条 件 下 有 


lim an(z) =0, lim max dFnk(y) = 0, 
Nn—00 用 一 OO kk [yl>z 


所 以 , 对 任何 e > 0, 都 存在 N(e,z,7), 使 n> NN(e,z,7T) 时 有 
A3)|+ |A2| < dF,r(y). 5.4 
IA®I+ IA®)| 工人 wy) (5.4) 


又 
AU = 》 — Qnk(T 2adF, 一 — Qnk(T 2dP 
nN > 1/ ew, k( )) k(Y) | k( )) k(y) 


所 以 
aol < 5 . (y — ong(7))2dFar(y), 


其 中 V= {ylz 一 |ankg(7)| < vy| z+|ank(7)|}. 因此 , 当 充分 大 后 有 
RE SD) {ly + e}?2dFan(y) 
k 97— 


exly|<zt+e 


<c+acoz / dFar(y). (5.5) 
hk 2-— 


exlylgzte 
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由 (5.1)~(5.3) 即 得 证 本 不 等 式 . 
(ii) 





ydFnk(y + ank(T)) 








|y|<r 


三 Nn dF,, 5.6 
< (r+2) 5 J aa tS J kg) (5.6) 
(只 要 n> N(e,7)). 





— Qnk(T))dF', 
> k(7)) k(y) 


> (ft ~ Ong(T)dFnk(Yy) 一 / a 一 ank(T))GFnk 四 


— Qnk(T))dF,, 
汪 he k(T))dFnr (yy) 
< (ly + lon (Dds (y) 





< 

















dFnx(y) 》 
|yl>7 





(5.7) 
其 中 = {yl7 一 leans(7)| < |y| 专 T+|ank(7). 由 于 {Fnk(z)} 是 uan. 体系 , 所 
以 

Jim max |ank(7)| 一 0 
因此 , 当 n > N(e,7) 时 有 


max lank(7T)| & <. (5.8) 


以 (5.8) 代入 (5.7) 得 





— Qnk(T))dF,, 
yl (7)dFan(y) 
< [ enet dFnlo) + 5 |, JP 


< (r+2)D [ Pa +e | dPuk( 人 )， (5.9) 


|y|>7 
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引 理 5.1 令 为 到 上 的 两 个 有 限 测度 , 车 


2 
(i) J 212 ty et (y) = J 7) - 坟 dV¥2(y), 


(zT<0,zE€EC(T 0 


(ii) fon) 1+9 gy, (y) = ps 7 1+ gy,(y), 


(z >0,7 € (VY)fN(Y2)); 


(iii) V1({0}) = 2({0}), 
则 Vi = Y,. 


证 (1) 先 考虑 负 半 轴 . 令 


1 十 
ao= | 
(一 co,z) 2 


则 由 (iD 知 ®B1 (zx) = @2(z),z < 0,z EC(W1) 门 C(W2), C( 生 ) 表示 更 的 连续 点 集 . 
而 C(Y1) 人 个 C(V2) 在 Ri 中 处 处 稠密 , 且 B;(z) 是 z 的 单调 非 降 左 连续 的 函数 ， 
所 以 








®B1(7) 三 $2(7), rT<0., 
因此 任 取 a <b<0, 有 


Vi([a,b)) = 人 Es 于 
可 -人 12) = V2([a,b)). 
而 一 切 区 间 (包括 空 集 ) 成 半 环 , 故 由 测度 扩张 的 唯一 性 定理 得 
Yi1(4) 一 亚 2(4)， AEe H'(—o0,0), 


名 !( 一 00,0) 表示 负 半 轴 上 的 全 体 Borel 集合 . 
(2) 仿 (1) 可 证 : 1(4) = 到 (4), 4 e 多 1(0,oo). 
最 后 , 由 ( 记 ) 有 更 :1({0}) = 更 ({0}), 所 以 更 : 三 


引 理 5.2 在 引 理 5.1 中 , 把 (iii) 改 成 
(这 存在 Xo > 0,+xo € C(Yi) (NC(Y,) 使 


/ (+9)ai(y) = / (1 +)dy2(y), 
[~—z0,70) [一 zo,zo) 


也 有 同样 的 结论 : 亚 ; 三 更 ? 
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证 为 证 引 理 5.2, 只 需 证 明 : (i), (站, (iii) 坊 ( 道 ). 事实 上 , 由 (i) 与 (让) 可 
推出 更 (4) = V2(4) ( 当 0E4,4e 多 !). 再 用 (ii)' 知 : 对 任何 x > 0, 都 有 


[+avy) = / (1 + 9)dy2(y), 
[—z,2) [~z,7) 


令 z 0 即 得 王 1({0}) = 更 2({0])). 

引 理 5.3 设 更 ,更 辟 为 铬 ! 上 的 有 限 测度 (n > 1), 则 更 一 更 的 充 要 
条 件 是 pe 

@) lm 人 一 = 凡 La 0 (z < 0,7 € CO(V)); 


Noo 
lim, fw ay) = Joe) +tY gy(y) (zs > 0,2€ CY)); 


(ii) lim nf zz)(1+ y2)dyn(y) = Ji_s,zn) (t+ y2)dy(y) 
(对 一 切 : 2Z>0,zeEC( 昌 ) 或 一 个 这 样 的 2). 

证 必要 性 由 第 三 章 定 理 5.9 可 得 . 

充分 性 . 因为 


lim (ew / mg 
4 一 oo 了 过] .|z|>4 


士 4EC( 亚 ) 


1 十 
< lim su / Ty T 


+AeC(V) 


1 2 1 
< dim ( sup / dY¥n(7) 十 Sup om， 


2 2 
1< mn 和 和 >A I n>NJizl>A I 
+AEC(Y) NSnS "la | 














但 是 , 由 人 ) 和 (ii) 知 : 对 任何 s > 0, 可 选 充分 大 的 N 和 4;， 


sup | Le dEn(zZ) <&, 
|z|>4 








n>N 2° 
因此 

dim 区 / ou 

一 oo 
AGO We lal>A 

1 十 
< lim (9 | 2 :WO+e) =: E. 

4 一 co \1ign&NJlzl>A 了 
士 4EC( 理 ) 


由 >0 可 任意 小 , 得 


lim 区 / on =0. (5.10) 
4 一 oo n>1J|z|>A 


十 4EC(Y) 
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因此 , 为 证 更 。 必 亚 , 只 需 证 明 亚 。- 芝 更. 又 因为 








1 十 912 1 十 2 
< / Y ay,(y) + ) Yay (y) + / (+ ya ly) 
一 .一 2 ,OO —2,T 


l1+y 1+y 
一 [ 3 dv(y) + 上 db(y) 十 / at 
(一 co, 一 Z) y [z,co) y [—2,7) 


其 中 xz > 0, 士 z e C( 亚 ), 且 使 (i)( 认 ( 道 ) 成 立 . 所 以 , { 亚 %(z)} 是 一 致 有 界 孙 数列， 
从 而 { 亚 *} 一 定 有 弱 收 敛 子 序列 . 因此 , 为 证 { 亚 %} 局 部 弱 收 敛 , 只 需 证 明 其 任 
一 局 部 弱 收 敛 子 序列 的 极限 都 是 更 . 令 


Vk SE (ko00), 








则 由 (5.10) 得 


Vnk > ® (ko 00). 


所 以 , 由 [36] 第 一 章 定理 3.10.1 得 
1+ 
lim / a 2 dYnxk(y) 


至 / Lt gg(y) (z < 0,z € C(®)); 














2 
/ -过 dB(y) (z > 0,7 €C(®)); 
i 


lim (1 + 2)dynr(y) 
,T) 


k—00 [-z 
/ 0+ y?)aB(y) (z >0,+7r eC(®)). 


把 此 三 式 与 此 引 理 中 三 条 件 (i)(ii)( 道 ) 比较 , 即 可 发 现 更 与 下 满足 引 理 5.2 中 
条 件 , 故 更 三 更 . 


引 理 5.4 把 引 理 5.3 中 的 (这 ) 换 成 


eoo\ 呈 . 站 2 
il eB a Ye 
= lim lim (1+y)adayn,(y) = VT({0}), 


引 理 5.3 的 结论 仍然 成 立 . 
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证 必要 性 . 若 VT, 他 生 , 取 zw e C( 更 ),zm 上 0, 则 


lim lim (1 十 go)dn(y) 


Zmj07 一 oo [-z 


0 


mw 


而 lim /soy(1+ 雏 )d 炎 n(y) 是 的 单调 函数 , 故 


lim lim (1+)dyn(y) = V({0}). 


Z 一 0 十 也 一 Co [一 cz) 


仿 之 可 证 
lim lim 人 0 人) 


2 一 0 十 也 一 oo 


充分 性 . 仿 引 理 5.3, 为 证 更。 亚 , 只 需 证 明 { 更 。} 的 任何 一 个 局 部 弱 收 
伍 子 列 的 极限 都 是 更 . 令 {Vnk} 是 全 ws} 的 一 个 局 部 弱 收 敛 子 列 , 其 极限 为 更 ， 
则 必 有 


Ynkg SB (ko 00). 
因此 


1 十 2 


大 一 oo (一 oo)zZ) 02 


a / ly 0) Ge Do 





dVnk(y) 











/ , Ly a 
lim a + )dvng(y) 

_ 0 +y)dB(y) (z >0,+r€C(®)). 
把 最 后 一 式 令 z 40 得 

ln im cl + )dynr(y) = B({0}). 


把 此 式 与 (ii)” 比较 , 得 B({0}) = 王 ({0}). 总 之 , 我 们 证 明了 对 亚 与 8B 而 言 , 满 
足 引 理 5.1 中 的 三 个 条 件 , 所 以 B 三 亚 . 引 理 证 毕 . 
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定理 5.2 设 {fik(t)} 为 uan. 体系 , 则 


im et frrlt) = {0, T(z)} (5.11) 
k 


的 充 要 条 件 是 : 


= 二 (zx <0,z €C(V)), 





OO dm ry) -| 
im Drm)=/ 
k 


[z,oo) 2 


2 
im 2 n > n 
(D) mm | dFnx(y) (fr | 


对 一 切 z > 0, 士 re C(Y) 
二 1 十 2) 人 ; 
J Eo se z | 


dy(y) (z >0,7z€CcC(V)); 





i 1 
四 ”| | vt sav) 


We bs > 0,+r € ee 





或 一 个 这 样 的 7 
其 中 Fk(z) 是 cf fk(t) 的 df., ank(T) 如 命题 1.1 后 面 所 定义 . 
证 令 
y 
Vn(z) = » / i dFnk(y + ank(7)), 


7 
Qn 一 一 4 十 》 ank(7) 十 > | Td Ene( + ank(7)), 
8 了 


则 由 定理 5.1 得 知 (5.11) 与 


人 >, T(z), (ci) 


an 一 Q， (c2) 


等 价 . 因此 , 为 证 定理 5.2, 只 需 证 明 (ci) 及 (c2) 与 (D),( 了 D,( 焉 ) 等 价 . 但 是 , 由 引 
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理 5.3 得 知 (cl) 与 下 列 三 个 条 件 等 价 : 


本 
Drret onl) = | dyaly) 








1 2 
一 / dV¥(y) (zx <0,7€c(V¥)), 
(—00,2) 


DO Fe tan) = /oo 
k 


[eo0) 久 








-|/ 0 (y) (x >0,7 €c(V)), 
[2,00) 2 


Nn nk\T)) 一 2)dy, 
5 am t ene()) hat @) 


一 (1 十 妨 )dy(y)， 对 一 切 z > 0, 士 ze c( 亚 )， 或 一 个 这 样 的 x. 
| 


yl<z 


”385 ， 


(2°) 


(3°) 


简 记 ank(r) 为 ank， 由 于 max |anx| 一 0, 所 以 对 任何 正 整 数 m, 都 存在 
bm € (0 二 )， bm 上 0,(z 土 bm) e C( 亚 ), 而 且 存在 正 整数 N(m), 当 n > N(m) 时 


有 max |ank| < bm. 所 以 


2 < hl +ank+bm) (m > 1), 


lm 2 Rs > im 2 Futle + ant —bmn) (mz>1). 


因此 , 若 (1°) 成 立 , 则 得 


1 2 
,lim 人 (zZ) < dim 了 


ml0 (—00,2++bm) 2 





dy (y) 








1 
-|/ + gy(y) (zs < 0,z € ec(W)), 
(—o00,7) 2 


1+y 
(一 ooz 一 bm) 2 





. DS . 
i 2 Font (z) 之 ay dy(y) 





-上 Lt gy(y) (<ozec(m) 
(一 co)Z) y2 


所 以 





1 
lim 2 Bl -上 ty 
Md k (—00,7) 


2 





) (z<0,zec( 亚 ))， 


此 即 (D(a) 成 立 . 仿 之 可 证 (2°) 坟 (DD)(b)， 类 似 地 , 可 证 (TD(a) 及 (b) 人 (1?) 及 


(2°). 总 之 我 们 证 明了 : (D) 倒 (1°) 及 (2°), 从 而 我 们 证 明了 
(cl) 人 (DD), (3°). 
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所 以 为 证 定理 , 又 只 需 证 


(D, (3°), (c2) 会 (D, (DD), (I). 


为 此 , 我 们 分 几 步 . 
1. (D="(3°)SD”. 
设 (]) 成 立 . 由 不 等 式 (5.1) 得 


> / yidFnk(y + ank) 
k “lyl<z 


-51 ydFnn(Yy) = (大 oaRugg 上 


An| < 5/ dFnp(Yy) 
k “lvl<z 


+(Z +2e)? > / dF (y). 
k Jr-eglyl<zte 
而 当 (D 成 立时 


im_ | Ds dFnn (y) 十 (zx 十 2e)? > J Cn @) 
1 十 多 1+y 
Se ee, dv(y) + (e+2e)? / dy(y) 


2 
zz Y r-eglyl<zrte Y 








(z > 0,7z,z 土 e € c( 亚 )). 所 以 ,由 <s> 0 可 以 任意 小 知 , 当 (TD 成 立时 
im An = 0. 
因此 , 当 (D 成 立时 有 
(了 © (3°). 


2. (c1) (等 价 地 (TD 及 (有 D) 坟 “(cz) 今 (加 2”. 即 在 条 件 (cl) (或 D 和 ,或 
(D 和 (3°)) 下 , 有 


> 1 Td Fak(y + ank) 
hi y Vy) 一 | |<r ye ot ey 0 
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事实 上 ， 
y 
3 T+ dre(y 二 Qnk) 
一 二 | ydFnx(y + ank) — 2 THe(y 十 ank) 
k “|yl<r lyl<r 
dF n 
1 p(y + nk) z 
1 
= 三) ydFnx(y + ank) 一 / yd¥n(y) 十 / —dyn(y), (5.13) 
k “lyl<r ly|<r lylzr Y 
利用 不 等 式 (5.6) 及 (ci) 可 得 





























dFnk(y 十 an 
三 | p(y + ang) 
< dF,, dFnxl 
ee 到 全 于 Snely) es |>T a 
再 用 (ci) 得 
li 2 dF,, dk, 
,lim |(7+ 2 [ ee r(W) te2, J k(Y) 
a 1 十 y? 十 22 
人 ee 2 ty 小 | y 到 
1 十 久 
(站: .14 
( 0 TT—e<ly|<T+e 2 ea . | < 
由 (5.14) 及 e > 0 可 任意 小 得 知 
/vapnlyton) =o) Oo 一 oo (5.15) 
k Ivyl<r 


显然 , 由 (ci1) 可 知 , 当 n 一 co 时 有 
Va dynly) 本 ee 人 +oD (r>od+rec(m)， (5.16) 
/ 次 让) 二 / ydy(y) +o(1) (r>0,ireC(y). (5.17) 
Il 加 < lyl<7 


由 (5.15)、(5.16)、(5.17)、(5.13) 知 (5.12) 成 立 . 定理 证 毕 . 
定理 5.3 若 {fk(t)} 是 uan. 体系 , 则 


im, eh"t [I fan(®) = fa (2)} 
k 
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的 充 要 条 件 是 定理 5.2 中 的 (I),( 焉 ) 及 


2 
lim lim 2dFp(y) 一 dF,, 
(0) i (he k(Y) (fi 0) | 
2 
= lim lim SdFnp(y) 一 dF 
2 {he k(Yy) (fi ,| | 


= V({0)). 


证 为 证 定理 5.3, 只 需 把 定理 5.2 的 证 明 中 最 初 应 用 引 理 5.3 的 地 方 改 为 
应 用 引 理 5.4 即 可 . 


上 述 两 个 定理 中 , {4%} 都 是 事先 给 定 的 实数 列 , 所 以 {4%} 在 充 要 条 件 中 
出 现 . 


定理 5.4 若 {fnx(t)} 为 uan. 体系 , 欲 有 实数 列 {An} 使 
im 人 ] xb = {a, 亚 (z)} 
k 


的 充 要 条 件 是 (]),(I) (或 者 (D,(Io)). 这 时 只 需 取 


= Dew) -ovavl) 


k lvy|<7 


i sayy) + oll) (n= 00), 


(7 > 0,+t7T € C(V)). 


定理 5.5 若 {fiwn(t)} 是 uan. 体系 ,fp(t) 是 Xnk 的 cf., 谷 有 实数 列 {An} 
使 


lim ei4"t I foxlt) = {0, Y(2)} 
k 
的 充 要 条 件 是 定理 5.3 中 的 (了 ) 和 
(Io) (a) im P (mn Xnk < = 


2 
| 1 一 exp (-/ Lo ， ZT<0,7rE€C(V); 
一 (—00,72) 


1, Z > 0， 
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(b) lim P (me Xnk < = 


|: Z < 0; 
= 1+y 

到 0,z eC(V). 
人 ( 人 3 | Z >0zEC(T) 
证 由 定理 5.4, 为 证 定理 5.5, 只 需 证 明 


(D = “(D $ (Io) 


只 证 : (I) 坟 “(D(a) 全 (Io)(a)”. 余 者 类 似 . 
又 因为 x > 0 时 , 由 ua.n. 条 件 总 有 


0 < 1—P (min Xo <z] = P(Xngk > 7,k=1,2,... ,kn) 





= II P(X > 2) <maxP(Xotl>7) 一 0 (n— 0%0) 
k 
所 以 
im P (mx < = =1 (z >0). 
因此 , 欲 证 在 (JD 成 立 下 有 “(I)(a) 合 (10)(a)”, 又 只 需 证 在 条 件 (I) 下 有 
ee SE Te fe 1 十 2 
Jim, P (mn Xo a e 了 | 人 7 | 
(z <0,7x €C(V)) 


1 2 
< 一 lim >, Fnx(z) = / 2 ) (xz<0,zeC(V))”". (5.18) 
k 一 DO)I 








事实 上 , 由 u.a.n. 条 件 有 im_ max Fnk(z)=0( 当 z<0), 故 
P (min Xo < = 二 1 一 TIa 一 下 nk(Z)) 


=1— exp (5 log(1 — Ru) (5.19) 
9 Frrlo) < 2 (1 一 丽 k(z)) 

< Sg ) 十 》 Fnxr(2)? 

< NT ott) (n= 00). 


因此 , 当 n 一 co 时 , Fnk(7) 与 一 > log(1 一 Fk(z)) 有 相同 的 极限 (只 要 其 中 
k 
有 一 个 极限 存在 ), 因此 , 由 (5.19) 得 (5.18), 定理 证 毕 . 
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86 ”习题 及 应 用 
向 Poisson 特征 函数 收敛 
1. 试 证 : 若 {jx(b} 是 u.a.n. 体系 , {a, 亚 (Zz)} = exe -0D, 则 
Jim [TarGb = {0, V2)} 
k 
的 充 要 条 件 是 : 
DG lm, EF Farle) =0 (s <0), 


) lim FU-— po) = 0O<z<1; 
?一 co 天 0，1 < 2zZ < co; 
2 
(D> | es dFnx(y) 一 (he ydFnk(y )) } =0 (0<z<1); 
加 lim DicrvaFanly) =0 (0<7<1) 
向 正 态 特征 函数 收敛 
2. 试 证 : {fx(t)} 是 u.a.n. 体系 且 


‘lim eet | [ fit(0 se 
k 
的 充 要 条 件 是 
() Jim, Phozs dns ly) =0 (2 > 0); 
四 Bm {ceva - (jcesamag) } =1 (o>0) 
nm00 入 lyl<z 2 |vy|<z n 》 
国 lim, -hn + Docs dB) ) =0 (2>0) 
3. 试 证: {fnx()} 是 u.a.c. 体系 且 
Jim ent TI for(t) = -3 
k 
的 充 要 条 件 是 : 
人 he edt 0 (>0) 
(DD i > (i QFnk(y) 一 (fayar 所 ()) 3 =1 (x>0); 
加 lim -hn + Phoier dy) =0 (z>0). 
4. 试 证 : 设 {Xnx} 仅 满 足 : 每 一 行 Xni1,:… ,Xnx,。 内 部 是 相互 独立 的 随机 


变量 , 且 
4 (5 zj 下 厂 
k 
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F(z) 是 df, 则 {Xok} 是 u.a.n. 体系 且 F(x) 是 正 态 分 布 的 充 要 条 件 是 
(DD* lim max|Xnx| =0, P. 
向 零 一 律 的 特征 函数 收敛 
5. 试 证 : {fk(t)} 是 u.a.n. 体系 且 


: —iAnt 
lim e im (t)=1 


的 充 要 条 件 是 : 
D lm Dr fyzzdFnr(y) =0 (一 切 z> 0); 


() lim, Dr {force dont ly) — (fee dFnk(W)) =0 (一 切 或 -个 z> 
0); 

(I) lim (4 十 > /<rydFnk(y) | = 0 (一 切 或 一 个 7 > 0). 

6. 试 证 : im Cnt I fnx(t) 二 1 的 充 要 条 件 是 


(Xe 一 pnk) NV 
im (一 4n 十 pnk(T)) = 0. 
其 中 Hnk, bnx(T) 的 意义 如 定理 4.1.. 
7. 试 证 : lim eiAnt TI fn (去 ) 二 1 (Bn > 0) 的 充 要 条 件 是 
es k=1 n 
所 (Xk 一 Ar)” a 
2 (六 + (Xs ee 下 
下 
im, -4 十 万 ， 2 (a 本 yd 十 阅 ] = 0， (7 > 0), 
其 中 fr(t), Fr (7), Lk 分 别 为 R.V.Xx 的 c.f.,d.f. 和 中 位 数 . 
8. 试 证 : lim eiAnt ( (去 )) = 1(Bn, > 0) 的 充 要 条 件 是 
| (Xp NV 
rr let 
; n _ 
im Ee + 京 (: J ydF'\(y + =0 (7>0), 


其 中 f(t), F(z),4 分 别 为 R.V.X 的 cf 和 df 和 中 位 数 . 
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9. 设 f(t) 是 非 退 化 的 特征 函数 , B。> 0 且 


im eiAnt ( (去 )) =1, 


则 im (n/B?) = 0. 


10. 若 lim 二 
九 一 OO 


Bz = 0(Bn > 0), f(t) 是 cf., 则 


的 充 要 条 件 是 


2 

7 
li 一 一 一 一 一 a 
lim "/ FB 二 cz) 0, 


nN 
lim [一 A 二 一 rdF(z) | =0. 
N+O0 ( hy 也- |z|< Bu ( )) 


11. 试 证 : lim eiAnt ( (去 )) =1 (° > 3) 的 充 要 条 件 是 


no 


lim 二 人 dF(z) = 0, 
7 lzl>z 


lim cad rdF(z)| = 0. 


lz|<ma 





稳定 特征 函数 族 


定义 6.1 称 特 征 函 数 f(t) 是 稳定 的 , 如 果 对 任何 常数 a > 0,0 > 0, 都 有 
c>0 及 qd, 使 


f(at)f (bt) = flct)e'®. 


全 部 稳定 特征 函数 构成 的 函数 族 用 5 表示 . 显然 退化 特征 函数 和 正 态 特征 函数 
属于 5S, 且 “f(t)€ES > evif(vt) eS(vu,v € Rt).” 
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“12. 试 证 下 面 四 族 特征 函数 重合 : 


(1) $1 = I 


fj) =etf ( 


t 


fr (nl 


) 
k 

f(t) = im eiAntf (去 ) 是 c.f.， 
大 so | 
( 
k 





(n 之 1),f 是 cf. | 








| a 是 u.a.c. sa | 


13. 试 求 出 稳定 特征 函数 f(t) 的 明显 的 分 析 表 示 式 , 或 者 等 价 地 说 , 求 出 它 


的 Lévy 测度 . 


第 十 一 草 拷 


随机 过 程 论 , 已 有 百年 历史 . 随机 过 程 论 , 按 其 概率 特征 来 说 , 主要 有 三 大 
类 . 一 是 Markov 过 程 论 , 其 概率 特征 是 : 知道 “现在 ”"、“ 过 去 ”和 “将 来 ”是 相 
互 独立 的 . 二 是 平稳 过 程 论 , 其 概率 特征 是 : 其 统计 规律 不 依 时 间 的 平移 而 变化 . 
三 是 蔷 论 , 其 概率 特征 是 所 谓 的 “公平 博弈 ”模型 . 

什么 是 “公平 博弈 ”模型 ? 用 博弈 论 中 的 一 个 最 简单 的 模型 一 一 “二 人 零 
和 ”博弈 来 说 明 一 下 . 假定 有 甲 、 乙 二 人 按 某 种 规则 “4?” 来 对 弈 . 甲 、 乙 二 人 各 
有 原始 资金 a 元 和 》 元 . 每 博弈 一 局 , 若 甲 胜 , 则 乙 付 1 元 给 甲 , 反之 类 似 . 每 
博弈 一 局 , 甲 胜 的 概率 为 p, 乙 胜 的 概率 为 g,p +g = 12 > 0,q > 0. 于 是 每 博弈 
一 局 , 甲 、 乙 二 人 获得 的 总 和 总 是 零 . 这 就 是 “二 人 零 和 ”博弈 的 简单 通俗 的 说 
法 . 如 果 p = 4 = 3, 博弈 一 局 之 后 , 甲 的 资金 的 数学 期 望 为 a+ (p -4) = a, 类 
似 地 , 乙 的 资金 的 数学 期 望 为 b+ (gq 一 p) = b. 这 种 博弈 规则 对 甲乙 双方 来 说 , 博 
弈 的 原则 “4” 是 公平 的 . 上 面 描述 的 , 就 是 朴素 的 “二 人 零 和 ”的 “公平 博 弃 ” 
模型 . 

款 论 , 受 “ 公 平 博弈 ”的 启发 很 大 . 蒜 的 定义 , 粗糙 地 说 , 已 知 时 刻 ”以 前 的 
资金 X0, XX1,… ,Xn 时 , 时 刻 n 十 1 的 资金 Xt+1 的 条 件 期 望 就 是 Xn. 

经 典 靳 论 的 理论 基础 , 主要 是 J. L. Doob 奠定 的 , 这 是 20 世纪 40 年 代 的 
事 . 随 着 调和 分 析 、Banach 空间 的 几何 学 和 随机 分 析 的 发 展 , 靳 论 又 得 到 了 长 
足 的 发 展 . D. L. Burkolder, P. A. Meyer 和 J. Neveu 等 人 都 做 出 过 巨大 的 贡献 . 

由 于 本 书 是 讲 高 等 概率 论 及 其 应 用 , 而 非 专 讲 随机 过 程 论 , 所 以 平稳 过 程 被 
略 去 了 , 而 只 讲 了 随机 过 程 论 中 用 得 较 多 的 可 数 状 态 的 Markov 过 程 和 经 典 款 
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论 , 而 这 两 方面 文献 亦 浩 如 烟 海 , 我 们 只 摘要 地 讲 一 些 最 基本 的 . 
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前 面 我 们 已 经 介绍 了 朴素 的 蒜 的 概念 及 其 粗略 历史 , 提 到 了 款 的 概念 与 公 
平 博弈 的 关系 , 介绍 了 经 典 扶 论 与 近代 蒜 论 的 一 些 代 表 性 人 物 . 

在 81 中 , 除了 给 出 款 的 精确 定义 以 外 , 还 举 了 一 些 简单 例子 . 特别 是 介绍 
了 一 些 重要 的 款 不 等 式 , 如 Doob 不 等 式 、Kolmogorov 不 等 式 等 . 


定义 1.1 设 (Q, 史 , 忆 ) 为 概率 空间 , 荆 C R,{.F1:tET} 是 多 中 的 一 族 
单调 非 降 子 o 代数 ,{Xi :te 人 } 是 一 个 适应 于 {Z :tET} 的 以 (R, 绍 !) 为 状 
态 空间 的 随机 过 程 , 轧 (|Xt|) < oo(t ET) (此 处 及 今后 ,Bs 星 名 (RA)), 如 果 


E(Xi|F,.) < X。 (s<t,s,teT,), (1.1) 
则 称 X = {Xi, .Fi,t ET} 是 上 蒜 . 若 (1.1) 式 代 之 以 
E(Xi|Fs) > X, (s <t,s,teT,), (1.2) 


则 称 X 为 下 蒜 . 既是 上 蒜 又 是 下 款 者 , 称 之 为 靳 .本章 总 设 概 率 空间 是 完备 的 . 


例 1.1 设 (0Q, 多 ,也 ),T, {Fi :te€T} 如 定义 1.1,& 是 一 随机 变量 , E(|&|) < 
o0, 则 基 = {Xt = (91), Fi,t eT} 是 一 个 鞭 . 


例 1.2 设 (Q, 多 ,P) 是 一 概率 空间 , 人 = {0,1,…},{Xn :me 是 
(Q, 多 , P) 上 的 一 个 自由 随机 徘徊 , 即 


Jr DneT), {tr:keT} 


k=—0 
是 相互 独立 具有 共同 分 布 函数 的 随机 变量 序列 : 
P(ép =1)=p, Pl(ék = —1)= qa(k eT7), 
0<p<1, p+qgq=1. 

令 多 =o(Xs,0 < ss <n), X= (Xn, n,neT), 则 

(1) 针 是 鞠 各 p= g; 

(2) XX 是 下 轩 守 p> 5g; 

(3) X 是 上 蒜 会 p 芯 4. 

事实 上 ,“ 百 (Xi 多 ) = Xn (对 应 地 > 或 乞 ) 夕 X 是 蒜 (对 应 地 , 下 款 或 
上 款 )”. 而 

E(Xnt+1l|Sn,) 一 E(Xn|F,,) 丰 E(én+1|F") 
= Xn+ El(én+1)= Xn+(p—-9q) (n>0), 
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故 论断 成 立 . 


例 1.3 令 0 = [0,1), 多 是 Q 中 全 体 Borel 子 集 构 成 的 c 代数 , 忆 是 多 上 
的 Lebesgue 测度 , 遂 得 概率 空间 (Q, 多 , P). 令 & 是 (0, 罗 , P) 上 的 实 值 随机 变 
量 , 且 E(|é|) < eo. 把 的 定义 域 由 [0,1) 按 下 法 扩张 到 [0,2) 上 ， 


c(z 二 1) =e(z)，7Ze[0,1). 
I k 
mn (7) 本 DD: (z+ 2 ， ZE [0,1), 

8 = {4:4e ,A 是 以 二 为 周期 的 集合 }, Gin = Zs. 所 谓 4 是 以 = 为 周 
期 的 集合 , 即 “z e 4 二 (z+ - 一 [e+ 了 | ) <e A”，[a] 表示 不 大 于 a 的 最 大 整 
数 . 则 X= {Xan = 忆 (|Fijn), Fin,n > 1} 是 拷 , 且 Xi1jn = EE(é|F1n) = ron. 
_。 首先 证 明 Zn 是 o 代数 , 显然 Q < 多 又 若 hi < ZU = 1,2,…), 则 
U 4e 史 , 且 


ZE 局 4 存在 bo>1 使 (=+z)- |>+ i ea 
i=1 


今 (+ 一 [+i Su 
即 上 Ahi e ZF. 仿 之 可 证 4,Be 8 一 4- 了 Be. 所 以 2 是 o 代数 


“显然 {Fi = 多。 :n> 1} 是 单调 非 降 的 . 所 以 , 由 例 1.1 得 知 X 是 对 
其 次 证 明 : 7 = EE(E|21'). 事实 上 , 由 上 (z) = (zx 十 1)(z € [0,1)), 可 得 


Ce 








一 3 呈 人 + 和 2) 当 < 到)， 
-ee >) = te (e+ 二 = mo) 


A= {7z:7z EQ,m(z) < 和 }， 》 为 实数 ， 
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则 有 
人 +#|) <3 
TEADOMmT) < Sm (+3 2 
1 


1 
oti- e+ €Ah. 
n n 


显然 4e 多 , 所 以 A € ZF/', 即 mn ee 多. 再 证 对 任何 Be 多, 有 


上 / tdP (1.3) 
B B 
令 
k k k 
一 一 = : 一 1 一 一 一 一 之 
a( < { T=Y 27'YEB,Y "| 
Uz:z= a EB = (1.4) 
TT.T=Yy n ) 9 ) 1 n ? 


(二 


当 z el ,r+ < 


(9)-ED- 


k 
当 7 € [0,1),z+= > 1, 


勾 一 


zepDiz+2<1 人 zegoDiz- [z+ > 0, 则 有 


(19)-E:D) 


当 ze [0,1),z— [+a > 0; 
x 


9-ED-t 


当 zz € [0,1),z— [z+ < 0. 


由 Bcl 及 甩 (2) ,多 ,的 定义 可 得 


也 
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即 
B(-?) = 忆 k=0,1,.……,n—1. (1.5) 


所 以 由 避 及 B (-2) 的 定义 和 (1.5) 式 得 


hap} he(erE)a 


é(x)dP 


本 | 
= 6(z)dP = 上 édP. 
这 就 证 明了 mh = 五 ( 引 多 0). 且 有 
Xn = E(é|F1n) = E(€|F2n) = mv， 


例 1.4 设 {X : t € [0,o0)} 是 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 S.B1.M.O., 令 
G0 = o(X,,s <1),t € [0, 0), 则 

(1) {Xi, 0,t € [0, 00)} 是 鞍 ， 

(2) {X2 一 t,90,t € [0,co)} 是 蒜 ; 

(3) {eax- 呈 ,got e [0, co)} 是 靳 . 


证 由 于 {Xi :te [0,o00)} 具有 独立 增 量 , 若 注意 
人 
对 一 切 0=to < 二 … < tr 成立 , 则 可 知 
二 之 s 访 oo(Xi 一 Xs) 与 9 独立 ”. 


所 以 8 
(1) E(Xi|gs) = E(Xs|gs) + E(X: — Xl ) 


= X,+E(X.— Xs)=X。 (s <t), 


故 {Xi, 90,t € [0,oo)} 是 蒜 . 
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(2) E(X# — tgs) = E((Xs + X+ — Xs)|gs) —t 


= E(X2|Y)) + 2XsE(X: — Xslg!) 

+E((X: — Xs)|G)—t 
= X2—2XsE(X: — Xs)+ E((Xe — Xs))—t 
=X2—0+(t—s)—t 


= Xi—s (s<t), 


所 以 {X2 一 已 Bt e [0, 00)} 是 蒜 . 
(3) 若 2 ~ N(0,o?), 即 2 服从 期 望 为 0、 方 差 为 o? 的 正 态 分 布 , 则 


go2a2 22 


E(ei%2) = e-“# ,EB(er?) =e”#F ,所 以 由 (Xi 一 XX) ~ N(0,t 一 s) 得 








BE(eX—%3: 90) = E(er Xs) eX 3: [0) 
eX 3: Ble Xt—Xo) eg0) 
= eaXe 一 于 奋 (ea(Xe 一 Xa)) 

2¢ 


2 2 
也 ct 一 3) _Q’s 
=eX Se 7 =e (sg<t). 


所 以 {eX 分 ,90,t e [0, co)} 是 蒜 . 


对 于 (上 、 下 ) 款 X = {, 多 ,te 的“ 时间” 参数 集 了 , 我 们 最 感 兴趣 
的 是 两 种 特例 : (1) 工 = {0, 1,2,…}; (2) 工 = [0, 00). 对 于 特例 (1). 称 X 为 离散 
时 间 (上 、 下 ) 黑 , 对 于 特例 (2), 称 X 为 连续 时 间 (上 、 下 ) 对 . 

命题 1.1 设 {X :n= 0,1,…} 是 概率 空间 (0, 多 ,P) 上 的 {Z :n= 
0,1,…} 适应 随机 过 程 ，E(|Xn|) < com = 0,1,…, 则 对 = {Xn, Zn,n = 
0, 1,.…} 是 蒜 的 充 要 条 件 是 : 


E(Xn1ilFn) = Xn (n>0). (1.6) 


证 必要 性 显然 成 立 , 现 证 充分 性 . 设 (1.6) 式 成 立 , 则 对 任意 m > 0,n > 0， 
有 


E(Xnt+mlF"n) = E(E(Xn+m|Zntm-_1)|Fn) 
= E(Xntm-_1i|Fn) es 
= E(Xnt+1|Zn) = Xn. 


所 以 X = {Xm, 多 n,n = 0,1,…} 是 鞠 . 


400 ， 第 十 一 章 扶 
定义 1.2 设 (Q, 多 ,1) 为 任 一 测度 空间 ,1 < p< co, 记 
LI?(Q, F,1) = {i :fe 2, | |flrax < oo (1.7) 
0 


L%(0,F,n) = {f : f € 多 ， 且 存在 实数 a, 使 |f| < a,as.}. 若 f,g Ee 
I2(Q, 多 ,1), ho fg9dn = 0, 则 称 f 与 g 互相 垂直 , 记 作 了 19; 若 fre 到 (多 ,由 
(n0), 且 记 虐 fm(n 关 mm), 则 称 {fn:n 之 0} 是 正 交 系 . 

对 fE LP(Q, 多 , 几 )) 记 


= (fan) 


对 f EL™ (0, FZ,p), 记 ||fllw = inf{a :|f| < oa a.s.} 
定义 1.3 设 (Q, 多 ,1) 是 任 一 测度 空间 , 工 是 任 一 指标 集合 , 1 < p < oo, 对 
每 一 个 teT, 有 
ft :QD RB, fi E 学 ; 
称 f= {ft:tET} 在 (Q, 多 ,1) 上 是 L? 有 界 的 (简称 L? 有 界 的 ) 或 fe 
LP?(Q2, 多 ,由 如果 
sup llfillp < %, (1.8) 
teT 


记 ||flly = sup | 天 ll 
ter 
定义 1.4 设 f= {fi:tET} 是 测度 空间 (0 多 ,1/) 上 一 族 多 可 测 函 数 ， 
如 果 
lim sup / |fildu = 0, (1.9) 
{|ft|>k} 


k—00 tEF 

则 称 {A:teTl 在 (Q, 多 ,1) 上 是 一 致 可 积 的 , 简称 一 致 可 积 . 

下 面 我 们 先 研究 离散 时 间 扶 

首先 研究 离散 时 间 蒜 X = {Xn, Zn,n > 0} 与 “ 靳 差 序列 ”{ Dn = Xn 一 
Xn_1, Xl 三 0， nn 之 0} 的 关系 . 

定理 1.1 设 (Q, 多 ,P) 为 概率 空间 ,De Lt(0, 多 ,P),n = 0,1,.…. 

(1) 车 Xs = 六 Dk, {Zn :n>0} 是 多 中 一 族 非 降 子 o 代数 族 , Dn € 多 

k=0 
则 
X={X 多) >0} 是 蒜 全 EE(Dn|2,_1)=0 (n>1). 

(2) 著 令 多 = o(Do, D1,… ,Dn)(n > 0), 则 {Dn :n> 0} 是 某 个 蒜 差 序 

列 , 即 存在 蒜 和 二 {X .Fin 之 0}, 使 Dn = Xi 一 Xn_1(n 之 0,X_1 时 0) 的 充 
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要 条 件 是 : 
po(Do D1 ,Da 1) 4 Dan > 1,9 € bB", 
bn 是 有 界 的 ni 维 Borel 可 测 函 数 全 体 ). (1.10) 
DN DD) 
是 [2 有 界 鞭 , 则 {DD :n> 0} 是 (Q, 多 ,P) 上 正 交 系 , 且 
p(Do, Di ,Dai) L Ds (n> 1,9€b"). 
证 (1) 由 
E(Xn|Fn, 1) = E(Dal FZ 1) + E(Xn_1|Fn 1) 
= E(D,|F, 1) + Xn 1 


即 得 . 
(2) 必要 性 . 若 存 在 款 及 一 {Xn, Fn,n 之 0}, 使 Xn — Xn_1 = Dn(n 之 
0X_i=0), 则 由 (1) 得 (Dn| 多 -1) = 0(n > 1). 因此 , 对 任何 epB", 有 
0= E(y(Do, Di, Dn_1)E(Dn|Z, _1)) 
= E(E(y(Do, D1,::: , Dn-1)Dn|Zn-1)) 
= E(y(Do, D1,.:: , Dn_1) Dn) (n 之 1), 
即 (1.10) 式 成 立 . 


充分 性 . 设 (1.10) 式 成 立 . 任 取 B e 多 _1,h = 18, 则 由 Doob 复合 函数 定 
理 , 必 存 在 pe b8", 使 h= yp(Do, D1,… ,Dn-1), 所 以 由 (1.10) 式 得 


E(hD,) = 0， 
亦 即 [, DndP = 0(B eZ,_1,n 之 1). 所 以 
E(Dn|F,_1)=0 (n>1). 


因此 , 由 (1) 得 知 X = {X 多 mn > 1} 是 蒜 . 
(3) 由 (2) 得 知 
p( Do Di ,Dn-i1) LD (9 EbR",n >1). 
又 因为 X 是 L? 有 界 的 , 所 以 D;, = (X 一 Xn-_1) € L2(Q, 多 ,PP), 且 对 任何 
n<m, 有 
E(DnDm) = E(DmE(Dn|Fmn)) =0. 


故 (3) 得 证 . 
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命题 1.2 设 {Xn Fin 3 0,1,.…}, {Yn, Fn, n 去 0 为 款 (相应 地 ， 
下 蒜 ), 则 {Xi 十 了 ,多 n,n = 0,1,…} 为 著 (相应 地 ,下 半 ), {Xn 个, Zn,n = 
0,1,…} 为 上 款 . 


证 显然 成 立 . 


命题 1.3 设 {Xn, 多 n,n > 0} 为 著 (相应 地 , 下 蒜 ), f 为 及 上 的 凸 函数 ( 相 
应 地 , 非 降 西 函数 ), 巨 (|f(Xn)|)) < oo(n > 0), 则 {f(Xn), 多 ,n> 0} 为 下 鞭 . 


证 若 {Xn, 多 n,n > 0} 为 款 , 太 为 及 上 的 凸 函数 , 则 用 Jensen 不 等 式 得 
E(f(Xn+i)| Zn) > fF(E(Xn+1|Fn)) = f(Xn) (n>0), 


所 以 {f(Xn), n,n > 0} 是 下 款 . 


若 {Xn, Zn,n > 0} 是 下 款 , f 是 R 上 的 非 降 凸 函数 , 由 Jensen 不 等 式 及 
f 的 非 降 性 得 


E(f(Xn+1)|Fn) 之 f(E(Xn+1l|Fn,)) 之 f (Xn) (n 之 0), 


所 以 {f(X), .Fn,n > 0} 是 下 款 . 
命题 1.4 (1) 若 {Xn > 0} 为 装 (或 非 抽 下 款 ) 


E(|XnF) <% (n>0), 


则 {|Xnj?, n,n 之 0} 为 下 著 (1 < p< co)， 

(2) 若 {Xn,.FZn,n > 0} 为 下 蒜 ， 则 {XH+, 多,n > 0} 亦 然 (其 中 X+ = 
Xn V 0). 

证 (1) 若 {Xn, .Zn,n > 0} 为 款 , 由 f(z) = |zj?(1 < p< %) 是 R 上 的 凹 
函数 , 由 命题 1.3 得 知 {|Xn|?, 多 ,n > 0} 是 下 款 . 

若 {Xn, 多 ,mn > 0} 为 非 负 下 款 , 由 于 f(z) = z?(1< p< co) 是 [0,co) 上 的 
非 降 凸 函数 , 仍 用 命题 1.3 得 知 {X?, 9 > 0} 为 下 款 . 

(2) 若 {X .Zn,n > 0} 为 下 款 , 令 f(z) =z+, 则 了 是 及 上 的 非 降 凸 函数 ， 
用 命题 1.3 得 {X+ = f(Xn), n,n > 0} 为 下 款 . 


定理 1.2 设 {Xn,.Fn,n > 0} 是 概率 空间 (0, 多 ,P) 上 的 上 鞭 , 则 对 任何 
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入 > 0,n>0, 有 
MP (sup Xk > A) < 五 (Xo) 一 1 XndP; “(1.11) 
k<n {w x 
ken 
AP [ inf X < -jj < . —X,, )dP; 1.12 
(a {i pa ) 1 
ken 
AP (sup | | > ) < E(Xo) +2E(X;), (1.13) 
ken 


其 中 X= (一 Xn)Vv0. 
若 {Xn, .n,n 之 0} 是 蒜 或 非 负 下 款 , 则 


AP(X».> A) < / |XnldP; (1.13)/ 
| 愉 > 入 | 
入 P(X ”> A) < sup E(|Xn)), (1.13)” 
n 之 0 


其 中 , X* “up lA X* = sup'X. 


nz 之 0 
证 令 ho = {Xo < —\}, Axk = {Xo > 一 入 匀 1 之 一 入 ,六 k_1 之 一 入 ) Xk 过 
一 和 }(k 之 1), 则 Ak € Fk(k > 0), {Ak} 不 交 而 由 A 0} 是 上 堵 得 
E(Xn|Zk) < Xr(n > k>0), 所 以 
XndP < XkdP (n > k>0). 
Ak Ak 
因此 ， 


AP (< -) = 人 4 -Pt 


k=0 


= / —XndP. 
{nf Xe< 一 人 


故 (1.12) 式 得 证 . 


下 证 (1.11) 式 . 令 了 =inf{K :> 关 0X > 和 Am 一 TAK(E = 0,1,...,n), 
则 0=To<ni<… 荆 m=7T,0 Th 一 Tkp_1 < 1,7k 缘 为 { 多 } 停 时 , 所 以 由 本 
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章 命题 3.4 可 推出 
F0 = Fr C Fr CC Fr, = 7, 
且 Xe 多 任 取 A € Zi (0 <k<n), 必 有 
Af\{m=j} NN {rt > j} € 9;, 
所 以 由 上 诸 性 得 
| (X — X71)dP = > | Re — Xiri)dP > 0. 
所 以 ,车 A € 0 Cc 2 (k=0,1,…,n), 则 


n—l 
站 (Xo — Xr)aP = 5 / (Xi, — Xi )dP > 0, 
A k=0 A 


而 Xo E Fo, 所 以 由 
Xo > E(X|F0), (1.11)” 


即 得 
E(Xo0) > E(X;) = 1 XrdP+ | XrdP 
(ex) (sx) 


> AP (su Xp > A) 1 XndP, 
k<n {3 Xk < 


ken 


此 即 (1.11) 式 . 
又 因为 {sup x > "} C {sp Xk > *) U {ux < -小 


k<n 


E(X;)= / —XndP > / —XndP 
{Xn <0} A 


对 一 切 4e 多 成 立 , 所 以 把 (1.11) 与 (1.12) 式 相 加 即 得 (1.13) 式 . 
若 {Xn, 多 n,n > 0} 是 非 负 下 拷 , 则 {一 Xn, Zi,n > 0} 是 上 拷 , 故 
AP(X >A) = AP (sup Xk > A = AP (i (—Xk) < -) 

k<n Nn 
(1.12) 


< -xwap= | [XnldP. 
{ inf Cxe)<—} {3 xx>} 
大 入 并 ken 


(1.13)' 式 得 证 . 由 (1.13)' 式 对 n 一 oo 取 极 限 可 得 (1.13)” 式 . 若 {X 多 
n 之 0} 是 蒜 , 用 命题 1.4 亦 可 证 (1.13)、(1.13)” 式 成 立 . 
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定理 1.3 (Kolmogorov 不 等 式 ) 设 针 = {Xn, 多 n,n > 0} 是 蒜 , 左 "，X 


定义 如 前 , 则 
(1) MP(X* > AN) < E(X2)(n >0, 入 > 0); (1.14) 
(2) MP(X’ >N)< sup E(X2)(M > 0). (1.15) 
人 之 0 


证 (1) 不 妨 设 百 (X2) < oo, 否则 , (1.14) 式 显然 成 立 . 由 于 {Xn, n,n > 0} 
是 蒜 , 所 以 
XR 一 [E(Xn| Pr) (kgn). 


再 用 Jensen 不 等 式 得 ” 
E(X?) = E([E(Xn|ZFx)]’) < E(E(X7|F:)) 
= E(X2) < co (k<n). 


所 以 由 命题 1.3 知 {一 X2, .ZK = 0,1,… ,n} 为 上 拷 , 对 此 上 著 及 A? 用 (1.11) 
式 ( 即 在 (1.12) 式 中 以 -对 代 X%) 得 


XP(X» > 和 ) = XP (y {|Xx| > 9 


ken 
=XP | (J{-X? < —X} 
ken 
_ 2 rr _w2、 _2 
= XP (jl Xi) < x*) 


< 


上 jn 


< E(Xn). 


—(—Xn)dP 


即 (1.14) 式 成 立 . 

(2) 在 (1.14) 式 中 令 n 一 oo 取 上 极限 即 得 (1.15) 式 . 

定理 1.4 (Doob 不 等 式 ) 设 X={Xn, n,n 之 0} 为 款 或 非 负 下 蒜 , 碟 .天 
如 前 , 则 


(D) BE(X") < @ ee jx) (1.16) 
be n> 之 0 


1 1 
GO) |X" < qllxlls (? >1q>12+L 1 GL17) 
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其 中 | 有 = (Jol lpdP)? (未 必 小 于 oo)， 
1xls = sup Xalls = sup ( / PoPaP) (未 必 小 于 oo)， 
也 之 0 n> 之 0 Q 
ft: 
证 (1) 任 取 n>0, 和 >0, 令 五 (A) = P(X: > 入. 由 (1.11) 式 得 


ER / IXnldP (1.18). 
和 |x: > 


设 亚 (A) 为 及 上 的 非 降 右 连续 函数 且 亚 (0) = 0, 则 由 及 的 定义 并 用 分 部 积分 
公式 及 Fubini 定理 可 得 


E(Y(X:)) = 一 y am 


| ,Fr (Na) ~ (Vloo) Fn (00) — YO) Fa(0)) 


人 


[ F, (Ndy(X) 
(0,00) 


(1.18) 1 
< / = / XaldP | oO 
(0,00) 入 X*:>M} 
= | 上 二 dg(A) ] . (1.19) 
(0,X:) 和 


在 (1.19) 式 中 取 更 (入 ) = (入 - TDJ+, 若 注意 更 (和 ) 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 
在 (-oo,1] 之 测度 为 0, 则 得 


E((X",— oe < E((X;,—1)') 


Ss (kw, 有 Tdv(X );X: < 1) 
+E (pf 1 dg(A;X > 
sf TX -1 


E(|Xn|log Xa;Xn > 1) 
E (|Xnl|log! X;). (1.20) 
由 于 logz < T(z > 0), 故 对 任意 a > 0,b > 0, 有 


b 
alogtb < alogt a+ 2 (1.21) 
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从 而 
E(xnllogt X;) < E(xXnllog! |Xnl) + EE(X;). 
代入 (1.20) 式 得 
BE(X:) < 1+ E(|Xnllogt [Xnl) + =E(X;), 
即 


E(X;) < — (1+ E(|Xnllogt |X))). 


但 X: TX*(n Too), 所 以 在 上 式 中 令 n 一 oo 并 应 用 Fatou 引 理 可 得 (1.16) 式 . 
(2) 在 (1.19) 式 中 取 亚 (A) = >, 则 得 


E((X»)?)<E (x 上 Po 
(0,Xn) 
p ee 
= si1E(Xnl(Xn) 1) 
= gE(|Xn|(X;)? 1!). 
再 用 Halder 不 等 式 得 
E((X:)?) < a E(|Xn|?)s. E((X*)" PD)s) 
= gq(E(|Xn|?)? E((X»)?)*). (1.22) 


为 证 (1.17) 式 , 不 妨 设 Xllp < co. 于 是 


nN 


2 IXx| 


Xl < 














< 》 |Xxlly < oo. (1.23) 
p k=0 
若 |X*||, 三 0 (一 切 n > 0), 则 由 X: +X* 得 ||X"||s = 0 从 而 (1.17) 式 成 立 . 若 
存在 一 个 no > 0, 使 Xi lp > 0 则 ||Xlp > 0 (对 一 切 n> no). 所 以 由 (1.23) 
式 知 |X:。 是 正 实数 (n > no), 故 在 (1.22) 式 两 边 除 以 E((X;)?)? = ||X*||8 
可 得 

Xllp < ql Xnlly- 
而 X* ?XX*, 所 以 在 上 式 中 令 n 一 oo 取 极 限 即 得 (1.17) 式 . 
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在 这 一 节 中 , 我 们 研究 款 的 收敛 定理 . 首先 给 出 几 个 引 理 . 
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引 理 2.1 (上 穿 不 等 式 ) 设 z= {zn,n==0,1,…} 为 广义 实数 列 ( 即 zn 可 
为 实数 亦 可 为 00), a 和 上 为 二 个 实数 ,a <b. 令 


uo(T) 二 1， 对 n>0 再 令 


1， 若 T > 忆 
WwWn+i(Z) 一 un(Z)， 车 zn € [a, 弛 ]， (2.1) 
0， 若 Tn < Qa. 


再 设 gl(z) 是 上 穿 函 数 ， 即 


(2.2) 


gleb) (7) 二 1， 当 (zo,Z1……) 在 时 刻 nN 上 穿 [a, 中 ， 
0， 反 之 ， (n > 0) 


所 谓 (zo0, 7z1,…) 在 时 刻 n 上 穿 [oa 外 即 是 zj, > b, 而 且 存 在 正 整 数 m > 0, 使 
Zn_m <<Q, 并且 ziEla,0|( 当 n>k>n 一 m). 显然 gh) (z) 二 0. 再 令 


Ul®, b) (z) = > gL)( 二 -> go 人 2) (7 (2.3) 
k=0 
为 z = (zo,7z1,…) 到 时 刻 n 为 止 上 穿 [a,0] 的 次 数 ， 亦 即 x0,7z1,.… ,Zn 上 穿 
[a; 的 次 数 , 则 有 如 下 结果 : 
(b— oa)U (zr) < >》 (ok 一 auk+i(z) 一 wk(z)) (n> 1). (2.4) 
k=1 
证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
引 理 2.2 (Doob 下 靳 上 穿 不 等 式 ) 设 {Xn,. 多 n,n > 0} 为 下 鞭 , 记 X = 
(Xo, Xi1,…). 定义 大 ( 症 ) go(X) 和 UL (XX) 如 引 理 2.1. 再 令 


(a,b) 2 (a,b) = — (a,b) 
UDX) = lim Us (X) = 2 ge (X) 


k=0 
是 义 上 穿 [@, 如 的 总 次 数 ， 则 
i E(|Xn|) + lal. 
E(U(%t)(X)) < (2.5) 
人 up EA n|) + lal 
E(U'”"(X)) < et (2.6) 


证 利用 引 理 2.1, 证 明 此 引 理 甚 易 . 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
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引 理 2.3 设 £ 和 (nn >0) 淹 为 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 随机 变量 , 它们 
的 数学 期 望都 存在 , 则 


SA 人 EC 兮 {én,n 之 0} 一 致 可 积 且 én 过 E”, 
所 谓 {n,n > 0} 一 致 可 积 , 是 指 任 给 e > 0, 总 存在 正 数 KK,， 使 


sp / ltnldP < e. 
n20 J{lén|>K} 
证 此 系 测度 论 中 常用 之 结果 , 读者 不 妨 作为 习题 复习 一 下 , 补 证 之 . 
定理 2.1 (Doob 鞭 的 收敛 定理 ) 设 X = {Xn, 多 n,n > 0} 是 概率 空间 
(0,Z,P) 上 的 下 装 或 上 装 , |Xh 至 sap|Xnlh 竺 sapBB(IXn) < oo ( 即 X 
n>0 之 
是 L! 有 界 的 下 蒜 或 上 蒜 ), 则 
im 天 ,Go .5;， 
E(|Xwl) < |Xll1 < oo. 
证 设 久 = {Xn, .Zn,n 之 0} 是 下 款 . 令 Ul%59)(X) 的 定义 如 引 理 1.2. 则 有 
E(U(%b)(X)) < < oo， 
从 而 
0= P(U((X) = oo) 


>P (sin Xn <a<b< limsup X, ) . (2.7) 
令 Q 为 有 理 数 集 , 则 


{ lim X, 不 存在 } Oc 全 inf X,, < lim sup zx 
nN—+OO0O noo 


nO0O 


c (J) slminf X, <a <b<lmsupXny. (2.8) 
a<b La Wo 
a,bEQ 


由 (2.7)、(2.8) 式 得 


im Xn 一 Xowo, a.s.. 
再 用 Fatou 引 理 可 得 
BE(|Xool) = E (lim |Xnl) < liminf E(|Xnl) 
< sup (| An) =|Xih < oo. 


0 此 处 及 今后 所 言 的 _lim_ Xa 存在 (或 收敛 ), 均 指 它 可 以 为 oo. 车 ,lim, Xn 存在 且 为 
有 穷 , 则 “有 穷 ” 二 字 要 强调 指出 . 
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定理 2.2 设 球 ={Xn 多 mm 之 0} 为 概率 空间 (9Q, 多, P) 上 的 著 (相应 地 ， 
为 上 靳 ), {Xn} 一 致 可 积 , 则 存在 随机 变量 Xo, (|Xoo|) < oo, 使 


lim Xn 二 Xowo，a.s. 及 荆 ， (2.9) 
且 对 一 切 n 之 0, 有 
百 (Xo| 多 ) = Xs (相应 地 , << XX，). (2.10) 


证 由 于 {Xn} 是 一 致 可 积 拷 , 所 以 


sup E(|Xn|) < co， 
nz 之 0 


由 定理 2.1, 存在 随机 变量 X, 使 
lim Xn = Xo as., 
Ba) < oo 
再 用 引 理 1.3 得 
im Xn= Xow, 三. 
最 后 , 推 证 (2.10) 式 成 立 . 由 于 X € 多 ,, 只 需 证 明 
E(Xn;AMn) = E(Xow;An) (An € Fn). (2.11) 
事实 上 , 任 取 An€ .Z, 有 
,lim 1A Xm+n = 1Aa Xoo, [L], 
lim E(1A, Xm+n) = E(lA, Xoo). 
但 是 
E(1A, Xm+n) = E(Xn1A,), 
在 上 式 中 令 m 一 oo 得 
E(lA, Xo) = E(lA, Xn). 
即 (2.11) 式 成 立 . 定理 证 毕 . 


关于 连续 时 间 参 数 的 款 , 亦 有 类 似 定理 1.2~1.4 及 定理 2.1, 2.2 的 结果 . 

设 z : [0,00)  [-oo,ool,4 = {1,… , 妃 } C [0,o0), 将 4 中 元 素 依 大 小 顺 
序 排列 : 如 < 加 < < 刀 . 令 U8o(z) 为 zz( 思 )…,z(tk) 上 穿 [wo 
的 次 数 (定义 见 (2.3) 式 ). 对 [0, co) 中 任 一 子 集 B, 定义 


U eh (x) = sup DG (Z). 
4 为 有 限 集 
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者 B= {t1, to, 和 “} 为 可 数 集 ， 4n 二 {t1, t2, 人 ,tn}, 则 显然 有 
Uo (Z) = lim DY (x). 


定理 1.2” 设 {Xi, 多 i,t € [0,o00)} 为 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 下 款 , D 为 
[0, oo) 上任 一 可 数 稠 子 集 ， 则 对 任何 r < s(7,s € [0,co)),a < bl(a,b € R) 及 
入 > 0, 有 


(1) AP ( sp: [Xl | < —E(X;,) +2E(X+); (2.12) 
tEDn[ms] 
(a,b E(|Xs|) + lal 


若 {Xe} 的 几乎 所 有 的 轨道 右 连 续 , 则 (2.12)、(2.13) 式 中 的 D 门 [r,s] 可 以 代 之 
以 [r,s|. 


证 设 DNM[r,s] = {to,ti,…}, 令 4An = {to,… ,tn}, 而 {Xi, 多, € 
[0, co)} 为 上 款 , 则 由 (1.13) 式 得 


AP (su [Xe > A) < 盏 (一 Xi) +2E((—X,.)-) 
<n 


=—E(Xw) +2E(Xt), 
< —E(X,)+2E(X+) ( 因 r <to tn, < s). 
令 nn 一 o0 即 得 (2.12) 式 . 


仿 之 可 证 (2.13) 式 , 只 不 过 在 使 用 (1.13) 式 的 地 方 将 其 改 用 (2.5) 式 轩 了 . 
定理 的 最 后 一 个 论断 是 明显 的 . 定理 证 毕 . 


定理 1,3”(Kolmogorov 不 等 式 ) 设 {Xi,.Fi,t € [0,00)} 是 概率 空间 
(Q, 多 ,P) 上 的 著 , 对 a.s. 的 w, 义 (。,w) 右 连续 , 天" = sup se 则 
teEl0,00 


XP(X* > 入 入 sup E(X?) (入 > 0). (2.14) 
t€[0,00] 


定理 1.4 (Doob 不 等 式 ) 设 { 和 ,多 ,te [0,00)} 是 概率 空间 (Q, 多 , 卫 ) 
上 的 蒜 或 非 负 下 蒜 , 对 a.s. 的 w,X(。w) 右 连续 , X "= hp ,xl 则 
tEl0,ce 


(1) E(X') < ——— (+ sup E(|Xi|logt 0 )， (2.15) 
e—l1 tE[0,00) 


(2) |X°llp < qllXllp =a sup ||Xlly 
tE[0,co) 


1 1 
> La>13+2=1). 2.16 
( Be (2.16) 
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定理 2.1 (Doob 收敛 定理 ) 设 X = {Xi,.Fi,t € [0,co)} 为 概率 空间 
(0, 多 ,PP) 上 的 下 著 或 上 壮 ， Xi 三 os >) < 00, 对 a.s. 的 w,X(*,w) 
t€[0,00 


右 连 续 , 则 存在 随机 变量 Xo, 使 


dm Xi = Xo, 8.8.， (2.17) 
E(|Xol) < | 有 < oo. (2.18) 


定理 2.2 设 X = {Xi,.Fi,t € [0,oo)} 为 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 蒜 ( 相 
应 地 ， 上 蒜 )，{X} 一 致 可 积 , 对 a.s， 的 w,X(。w) 右 连续 ， 则 存在 随机 变量 
Xeo, 吾 (| Xuo|) < co, 使 


dim X 一 X-，a.s. 及 了 所， (2.19) 
且 对 一 切 te [0,o0), 有 
瑟 (Xu| 狗 ) = Xt (相应 地 ,< Xi). (2.20) 
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“ 停 时 ”这 一 概念 , 在 随机 过 程 的 理论 及 应 用 中 , 是 一 个 十 分 重要 的 概念 , 特 
别 是 在 “ 强 Markov” 理 论 及 识 论 中 更 为 重要 . 限于 篇 幅 , 本 书 未 涉及 强 Markov 
过 程 . 


定义 3.1 设 (Q, 多 ) 是 一 个 可 测 空间 ,了 = [0,o0], {Fi,tEl[0,o0]} 是 多 中 
的 一 族 单调 上 升 的 子 o 代数 ( 即 s < t= 壤 多 C 9) 有 时 简 记 之 为 {Ft}. 再 记 


FF (0<st<oco)， 


s>t 


2 竺 Ve (Us (0 <t < oo). 
s<t s<t 

显然 {多 4,t € [0,o0]} 和 {5_,0 <t < 00} 都 是 多 中 的 单调 上 升 的 子 a 代 

数 族 , 多 旦 Zo 些 多. ,有 旦 和 %. 此 外 ,还 有 FF_ CFic 

Fit (Vt € [0,co]) 


， 称 多 中 的 子 o 代数 族 {多 ,,t € [0,o0]} 是 右 连续 的 , 如 果 多 + = 2, (vt € 
[0, o0]). 
显然 ,{Z+te [0, oo]} 是 右 连续 的 . 
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定义 3.2 设 { 多 ,te [0,o0]} 如 定义 3.1. 称 映射 T:Q mm [0,co] 是 {Fi,t Ee 
[0, oo]} 停 时 (简称 停 时 ), 如 果 
{rT <t} eZF (ve |0,o0)). 
若 注 意 : {7 = oo =Q {7 < oo0}€ 多 = 多 可 知 : 
7T 是 { Zi,te [0, co]} 停 时 等 价 于 
{r<t}egF. (vte |{0,o0]). 
对 停 时 7, 显然 还 等 价 于 
{Tr>t}eZ (vte|0,o0)). 


命题 3.1 对 多 中 任何 一 族 单调 上 升 子 o 代数 {4,t € [0, oo]}, 总 有 : 
(1) 了 是 {Fi, t € [0， oo]} 停 时 全 了 是 {Fe+,t 三 [0， oo]} 停 时 ; 
(2) T+ 是 {44,t € [0,o0]} 停 时 的 充分 必要 条 件 是 
{T<t}eZF (vte |[0,o0]). 
证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 


命题 3.2 若 几 和 72 都 是 {Ri,t € [0,o0]} 停 时 , 则 ni 十 72,max{ni,72}， 
min{m ,7z} 亦 然 . 


证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
命题 3.3 若 {7,n > 0} 是 一 列 {i,t € [0,o0]} 停 时 , 则 Sp 亦 然 ; 若 
还 有 .多 = 多 44 (Vt € [0, 00]), 则 inf ro lim inf 7 和 lim sup rn 亦 然 . 
证 明 甚 易 . 读者 可 作为 习题 验证 之 . 
定义 3.3 若 T 是 {9} 停 时 , 称 
FE {AeF,:AN{r ste FR, Wel,o0l} 


为 + 前 o 代数 . 

显然 多 是 o 代数 , 若 T 三 a 是 常数 , 则 多 = 多 多 可 理解 为 某 物理 过 
程 到 时 刻 7 为 止 的 全 部 信息 .“ 停 时 ”7 的 含义 意味 着 当 我 们 仅仅 知道 到 t 为 止 
的 信息 后 , 就 能 断言 T 是 否 大 于 上 

若是 {B14} 停 时 , 记 


Fi EE {AeEF, :AT Ste Fr, vel0,o0l} 
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易 证 多 ,| 是 oa 代数, 而且 
Fr+ = {AE Fw : ANT <t} EF, vtel0,o0l}. 


命题 3.4 任 给 单 增 o 代数 族 {1}, 有 

(1)7T 是 {4} 停 时 二 TE i ( 即 了 7 关于 多 可 测 ); 

(2) Tn1,T2 加 为 {4} 停 时 , T4172 守 BC 多 

(3) 74 是 {名 } 停 时 (n > 1), {9} 右 连 续 , 7 二 infm 全 史 = N F,. 


证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 


命题 3.5 设 克 和 7 和 蕴 为 {Fi,t€ [0,o0]} 停 时 , 则 {Tn4 <7}, {ni 区} 和 
{ni = 72} 由 属于 Fn, NZ,. 


证 明 甚 易 , 读者 可 作为 习题 验证 之 . 

注意 : 前 面 我 们 讨论 的 是 取 值 于 [0, co] 的 { 多 ,te [0, oo0]} 停 时 . 

若 (Q, 多) 是 一 可 测 空间 , {9%,n = 0, 1,… ,00} 是 一 族 多 中 的 单调 上 升 的 
子 c 代数 ,我们 可 以 类 似 地 定义 取 值 于 {0,1,… ,oo} 关于 {多 ,n = 0, 1,:… ,o0} 
的 离散 的 停 时 , 而 且 有 类 似 的 定义 及 命题 (当然 涉及 ZF,+ 的 定义 及 命题 是 不 足 
道 的 ). 例如 


定义 3.2 设 {多 n,n = 0,1,… ,00} 是 多 中 一 族 单调 上 升 的 子 o 代数 ， 
T:Qc {0,1,… ,00}. 称 7 是 {多} 停 时 , 如果 对 任何 非 负 整数 mw 有 
{tT < n} eZ,. 
定义 3.3” 若 TT 是 { 旬 ,} 停 时 , 亦 称 
,EE {Ae ZF, :A <n} eS, 
对 任何 n= 二 0,1,… ,oo0 成立} 为 + 前 o 代数 . 


除 涉及 .多 + 的 内 容 外 , 命题 3.2 到 命题 3.5 的 结论 依然 成 立 . 读者 可 作为 
习题 表述 并 证 明之 . 

现在 我 们 研究 款 的 Doob 停 时 理论 , 主要 研究 离散 时 间 蒜 的 Doob 停 时 理 
论 . 

先 从 离散 时 间 蒜 讨论 起 , 设 X = {Xn, .n,n = 0,1,… ,00} 为 概率 空间 
(Q, 史 , P) 上 的 拷 , 7 为 {多 ,} 停 时 . 令 


X77 = Xran; (TAnN 性 min(7, n)), (3.1) 
X” = {X', Fn,,n = 0,1,...}, (3.2) 
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XT (XT 称 为 X 的 7 前 过 程 ) 是 否 为 识 ? 若是 {多} 停 时 , m < ni < … ,7 
是 Tk 前 Oo 代数 ( 见 定义 3.3)， (es Fn = 0， 1;: -} 是 否 为 靳 ? 回答 都 是 肯定 
的 . 


定理 3.1 若 X = {Xn, 多 n,n = 0,1,…} 为 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 款 
(相应 地 ， 上 著 ), 7 为 { 有 多 。} 停 时 , 则 Xr 是 著 (相应 地 ， 上 蒜 )， 且 EE(Xo) = 
(XiAn) = (Xn) (相应 地 , E(Xo) > E(Xran) > E(Xn)),n >0. 

若 革 是 Ll! 有 界 的 靳 或 非 负 下 著 , 则 


上 xl < |X "Hh < | 站 (3.3) 


(Xe 定义 为 lim Xn,|Xrl 是 Xi 的 L! 范 数 ,| Xrlh 守 EE sup Xzlli.) 
若 义 是 一 致 可 积 的 闭 (相应 地 , 上 著 ), 则 XX 亦 然 . 
证 令 Dn = Xn, — Xn_i(n 之 0, 和 -1 三 0)， X 是 著 ， T 是 {Fn} 停 时 ， 故 


1{7>n} € Fn_1, E(Dn|Fn_ 1) 一 0(n 之 1), (3.4) 
但 是 
XnAr = Xk1{r=k} 二 Xnl{r>n} 
k=0 
n k 
一 = 》， D; jl {r=k} 十 D; jl1{r>n} 
k=0 7=0 
n 
= 2 Djl{nzr>27)} + 3 Djl1{r>n} 
j=0 j=0 
n 
= 1172} DY (3.5) 
j=0 


由 (3.5) 式 得 E(|Xnnr|) < oo, 且 


n 
3.5) 
E(Xn) — E(Xnnr) 2 YE(1(r<7}D;) 
j=0 
nn 


= >》_E(lr<;}D;) 
7=1 


= 让 E(l1(r<;} E(D;|F;- 1)) 尘 


j=1 


显然 五 (Xo) > 五 (XXn). 
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下 面 证 明 X7 是 黑 , 任 取 Be 多 ,Ae B81, 有 


Cow ed- etir2 ny (Uoserr-) EF (nz>0). 


j=0 


n—l 
/ XnnrdP = 》， [ XjdP+ / XndP. 
B j=0 4 BN{T=) BN{r>n} 


但 是 由 X 是 款 , B 门 {7 > n} e 多 得 


XndP = / XnridP, 
BN{r>n} BN{r7>n} 


代 人 上 式 得 


/ XadPe / XjdP + J 天 已 
B j=0 BN{T=j} BN{T>n} 
= 上 Xn+yardP (n>0). 


所 以 X7 是 拷 . 
若 X 是 L! 有 界 著 或 非 负 下 拷 , 由 于 


Xr = lim Xrn ( 因 Xo = lim Xr), 
所 以 由 Fatou 引 理 得 


[Xr = E(IX)) < liminf 盏 (|XrAn) 
< sup E(|Xranl) 三 | 
nz 之 0 


但 是 |X| = {|Xnl, 多 mm = 0,1,…} 是 非 负 下 款 , {7 = k} € .天 ,所 以 , 当 k<n 
时 , 有 
/ [xxlaP < / IXaldP 
{7=k} {7=k} 
因此 


n—l 
E(|Xinnl) = > bedP+ 上 ,slaP 


k=0 
多 一 工 

< BoldP+ 人。 PenlaP 
ha a 


= E(|Xn|) (n>0). 
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所 以 
XxX"; = sup 五 (|XrwAn|) < sup E(|X"|) = Xi. 
n>0 n>0 


若 X 是 一 致 可 积 款 , 如 前 所 证 , X7 必 为 款 , 且 | Xrla < oo (因为 X 一致 
可 积 蕴 涵 了 XX 是 L! 有 界 的 ). 推 证 {Xnnr : nm 之 n} 是 Li! 收敛 , 果 能 如 此 , 用 引 
理 1.3 得 知 {XnAr :n> 0} 必 为 一 致 可 积 的 . 

事实 上 , 当 m <n 时 ,有 


[De en / [xX; — XildP 
{T<m} 
+ | 一 XmldP + | — XmldP 
{m<t<n} {T>n} 
< / |[X, — XldP + |[X, — XldP 
{m<sr<co} {r>m} 


但 X 是 一 致 可 积 蒜 , 由 定理 2.2 有 
lim Xn = Xe， as. 和 三 


lim [Xn — XmldP = 0. 
7 人 一 OO {T>n} 
令 Ym 一 1l{mgr<oo}|Xr 2 Xm|, 则 由 
im ,Ge 1825. 
得 
lim Yw 一 0， a.s. 
但 是 X 可 积 , {X : n > 0} 一 致 可 积 , 所 以 {7 : n > 0} 是 一 致 可 积 的 . 因此 ， 
由 引 理 1.3 得 


lim [了 — XmldP = lim [ YndP 
77 一 OO Q 


TP J {mgr<o0} 


= (im Yn)dP=0. 
0 71 一 OO 
故 人 | XnAr> 本 XmAr|i 一 0， 即 {Xnar “nN 之 0}, 当 7 一 OO 时 ， [ZL] 收敛 ， 定 
理 证 毕 . 

定理 3.2 设 久 = {Xn, 多 n,n 二 0,1,2,… ,00} 是 概率 空间 (0, 多 ,PP) 上 的 
著 (相应 地 , 上 蒜 ),7 和 刀 辟 为 {Zp} 停 时 ,7 < 7, 则 EE(|X7|) < 00, EE(|Xn|) < co， 
且 

E(X|’) = Xr (相应 地 ， < X7). (3.6) 
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证 设 义 为 蔷 , 令 ,= Tl{rgn} 十 00e1{r>n}(n 之 0), 推 证 : 
Xr = E(XoolF7,) (n>0). (3.7) 


显然 Xn, € Fr,, 任 取 4 e Fr,， 有 


n 
/ XadPe / XrdP + / XoodP, 
A kE0 AN{Tn=k} AN{Tn=o00} 


而 X 是 蔷 , 4 门 {mm = Rk} € Zk, 所 以 


/ XjpdP = / XowdP (0<kgn), 
AN{rn=k} AN{Tn =k} 
从 而 


/ Xr dP = / XudP， 
4 A 


即 (3.7) 式 成 立 . 任 取 Qf 上 的 集合 系 9 及 9 的 子 集 4, 记 4 站 9 = {B:B= 
A 门 D, De 9}, 则 


{T= 门 计 三 {TT 二 元} (多: (3.8) 


(事实 上 , 任 取 4 € ZZ;, 则 {7 =m} 门 4 站 {mm 二 k= {r= mm} 门 (ANM{7 < 
k}) € {7 = 7 站 多, 即 (3.8) 式 的 左边 含 于 右边 , 仿 之 可 证 右边 含 于 左边 .) 者 
注意 7 > 7, 从 而 2 D 9G,{rT = mm} € 多 C ,由 (3.8) 式 得 多 {fr= 
Tm} 门 27 = {7 = 7 站 多. 再 用 条 件 期 望 性 质 及 (3.7) 式 得 


E(XolF7)1r=r,} = Xr1r=mj: (3.9) 
由 于 {7 = 7} 1 9, 所 以 在 (3.9) 式 中 令 n 一 co, 得 
E(Xw|F;) = X;. (3.10) 
故 E(|X7|) < oo. 仿 可 证 E(|X%|) < %， 
E(Xoo|F,) = X. (3.11) 


所 以 
E(X,|F;) = E(E(Xo|9,)|F;) = 百 (Xu| 多 ) = X;. (3.12) 


设 xX 为 上 靳 . 令 了 nm < E(XwlF,,), Zn = Xn — Yn(n 一 0, 1,.…. ), Yoo 一 
六 ww, Zo = 0, 则 {Yn, Fn,n = 0,1,.…. ,00} 为 团 ， {Zn, Fn,n = 0,1,... ,00} 为 非 
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人 负 上 款 , 仿 (1.11)' 式 可 证 EB(2Z7) < E(2Z0). 故 由 Fatou 引 理 可 知 E(2Z1) < oo， 
从 而 X; = 六 十 27 的 期 望 存在 , 仿 之 E(|X%|) < co. 再 令 
Tn = Nngn} + O01 {n>n)}, 
仿 (3.7) 式 可 证 
2Z7, > E(2n,|F7;,) (n>0). (3.13) 


从 而 
Zr1{r=rn} 之 E(Zn, [7 )1 {r=7,} = E(Zn, NF7)1{r=r,)}: 


在 上 式 中 令 n1o0, 并 注意 2 1 i, {7 = Tw} 1 9, 可 得 

2Z7 > E(Zn|Z7). (3.14) 
但 以 Y 取代 X, 且 由 (3.12) 式 有 

E(Y|Z)=Y. (3.12)’ 


由 (3.14) 、(3.12)' 式 得 X; > EB(X7|. 多 7). 定理 证 毕 . 


定理 3.3 设 X = {Xn 多 n,n 二 0,1,2,… ,00} 是 概率 空间 (0, 多 ,P) 上 的 
著 (相应 地 ， 上 蒜 ), 7T0, 帮 .72,… ,Two 均 为 {Fi} 停 时 , 且 To<Tn<TD<:…< 
Toos Ti : QO {0,1,2,:.. ,00}(i = 0,1,2.… ,00), 则 


{X= 0, Dens , 00} 


是 闭 (相应 地 ， 上 蒜 )， 

证 由 定理 3.2 有 

五 (|Xr。|) < oo (n= 0,1,... ,00); 

E(Xr, nl,,) = Xr7, (对 应 地 < Xr,) (n,m = 0,1,... ,00), 故 {Xz ,多 ,nm = 
0， 1,2, nr , O00} 是 贺 (相应 地 ， 上 加 ). 

设 (0, 多 ,4) 为 任 一 测度 空间 , 4,B e 多. 当 Hp4-B)=0 时 , 记 4cB， 
a.s. 当 jp(4AAB) =0 时, 记 4 = B, a.s., 有 时 记 “A CB,a.s.” 为 “A as.in B”. 

定理 3.4 设 X = {Xn,Fn,n 二 0,1,2,…} 是 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 著 ， 
Dn = Xn — Xn_i(n > 0,X_1=0),D’ = sup|Dnl, EB(D') < oo, 则 下 列 三 集合 的 

n 之 0 

概率 相等 

@) 机 = 人 :im Xo 人 o) 收 仇 且 有 穷 | 
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(ii) 42 = | : sup Xn(w) < = 
九 20 
(iii) As = 人 : inf Xn(w) > -ol 
证 因为 “ lim Xn(w) 收敛 且 有 穷 今 lim (一 Xn(w)) 收敛 上 且 有 穷 >， 所 以 
“Al 一 42， 8a.S$. 十 41 一 43， a.s.”. 又 因为 
41 C 42， 


所 以 为 证 定理 3.4, 只 需 证 明 4。C 41, a.s. 
令 入 > 07=7T(A) = inf{n :ny>0,Xn>A》} ( 空 集 的 inf 定义 为 co), 则 由 定 
理 3.1 得 知 X"*) 是 蒜 . 若 能 证 X"™) 是 L! 有 界 的 , 即 


上 = sup|Xnla = supllXnarlli < %, 
nz 之 0 nz 之 0 
则 由 定理 2.1 得 知 , 对 as. 的 w， lim Xi (w) 收敛 是 有 穷 . 但 是 若 令 42( 和 ) = 
外 : SUD Xn(w) < 小 则 由 X7 = XnAr 得 知 
人 之 0 


A2(N) C {r(A) = co} C 站 [和 


九 一 0 


所 以 
4( c 4a(Nmf im X50 收 俩 且 有 穷 } 
c 站 CO = Xnj 站 {lim X50) 收敛 是 有 穷 } 


7 一 0 


C Ai,a.s. (对 一 切 入 > 0)， 


从 而 4 C 41， 3.S.. 
下 面 补 证 Xr7@) 是 L! 有 界 的 . 因为 


Xo 当 n < 7 
” [X=X_i+Dr <A+D'， 当 n>7, 
所 以 Xnar < 入 十 D', 从 而 

E(Xt,,) < E((M+D')v0)=A+E(D’). 
但 是 , 由 定理 3.1 有 


E(X0) = E(Xnar) = E(Xinr) — BE(Xinr), 
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所 以 


再 (|XnAz|) = E(Xt;) + E(Xins) =2E(Xt,;) — E(Xo) 
< 2(A+E(D’))— E(Xo), 


从 而 |X" = sup E(|Xnnr|) < oo. 
nz 之 0 


命题 3.6 设 是 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 任 一 随机 变量 , E(|E|) < oo 则 9 
上 的 函数 族 
{(E|9) : 儿 是 多 中 任意 子 o 代数 } 


是 一 致 可 积 的 . 
证 不 失 普遍 性 可 设 £ > 0. 令 F(9G9) = E(t|), 则 由 Chebyshev 不 等 式 得 


F(G)dP = cdP 
{F(g)>K} {F(9)>K)} 


/ €dP+ / <d 己 
{F(9)>K}N{E<J)} {F(9)>K}N{é€>J7} 


< JP(F(Y) > K)+ | na 


J 
< TE(F(I) + ,| cdP 


{€>J} 
J 
= 二 五 人 cdP 
K {€>7} 
因此 
lim sup 上 Fg)dP < lim tdP = 0, 
Ko% gcF J{F(9)>K} 7 一 co (人 


即 {EE(E|9) :9 Cc 多 ,9 是 o 代数 } 是 一 致 可 积 的 . 


命题 3.7 设 {Xn:n 之 0},{Yi:n 之 0} 是 概率 空间 (Q, 多 ,已 ) 上 两 族 随机 
变量 , {Yi :n 之 0} 是 一 致 可 积 的 , E(|Xn|) < oo0(n > 0). 
(1) 若 Xn 说 ,,，a.s. (ni 之 0), 则 


E (lim inf Xn ) < lim inf E(X.). 
人 一 OO 侯 一 OO 
(2) 若 Xn 攻克 ，a.8. (人 0)， 则 


limsup E(Xn) <E (ms 和 
也 一 OOD 


九 一 OO 
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证 令 Xe = XVa (a 是 实数 ), 则 由 Fatou 引 理 有 
E (lim inf Xn ) <E (im inf Xe) < liminf E(X?). (3.15) 
但 是 
E(X® — X,) = / (a — Xn)dP, 


{Xn <a} 


且 a<0 时 ,由 Xn > 二 , 有 


/ adP 
{Xn <a} 








< / |XalaP < ) [YalaP 
{Xn <a} {Yn <a} 

< |/ [YlaP; 
{|Yn|>lal} 


XnadPl| < XnldP < YldP. 
me | en ee a 
而 { 了 到 :nz 0} 是 一 致 可 积 的 , 所 以 对 任何 e > 0, 存在 4 > 0, 使 |a| > 4 时 ,有 


/ [laP < 二 (对 一 切 n > 0). 
{|Y|>lal} 2 








所 以 “a < -4 全 | 瑟 (XKo 一 XX,)| <e (对 一 切 n > 0)”. 
liminf B(X%) < liminf E(X,) +e (a<—A), (3.16) 
由 ec <0 可 任意 小 及 (3.15)、(3.16) 式 得 
E (im inf Xi ) < liminf E(Xn). 
仿 之 可 证 
lim sup 五 (Xn) <E (limsup Xx, ) 

命题 3.8 设 和 = {XZn 二 0,-1, 一 2,…] 为 概率 空间 (9, 多 , P) 上 的 
上 蒜 . 如 果 lim E(Xn) = sup E(Xn)= 4 < oo， 则 {Xn :n= 0 一 1 一 2 是 
臻 可 积 的 . 


证 设 X 为 上 蒜 , 则 {Y= 一 五 (Xol 多 ,多 mm = 0, 一 1, 一 2,…} 为 非 
负 上 款 , 而 由 命题 3.6 得 知 {EB(Xo0|. 多 i) :m = 0, 一 1, 一 2,…} 是 一 致 可 积 的 , 所 以 
为 证 {X : n = 0, 一 1, 一 2,…} 一 致 可 积 , 只 需 证 {7 : n= 0, 一 1, 一 2,…} 一 臻 
可 积 , 由 

lim E(X,)= sup E(Xn)=A<o, 
有 一 OO ng0 


lim E(Y,) = sup E(Y,)= A— E(X0o)=B<o. 
N+O0 n<0 
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所 以 任 给 e > 0, 可 取 自 然 数 K, 使 


B- E(Y_k)< (3.17) 
对 c>0 及 < -天 ,由 上 款 性 得 
| YdP = E(Y,) 一 YadP 
{Yn >c} {Yn <c} 
< E(Y,) 六 es Y_kdP 
= E(Y,) — E(Y_k)+ / Y_kgdP, (3.18) 
{Yn >c} 
由 于 B> 忆 (7;) > EB(Y_K)(n < 一 K), 所 以 由 (3.17) 式 得 
E(Y,) — E(Y_k) < 3 (n < —K). (3.19) 
又 因为 
P(Yn > 0 < SB(Y) < = (ng0), (3.20) 
从 而 当 e 充分 大 时 , 有 
上 YkdP< 二 (>0). (3.21) 
{Yn>c} 2 


由 (3.18), (3.19), (3.21) 式 得 
sup / YdP <e (ce 充分 大 ) 
{Yn >¢} 


n<—K 


而 0, 一 1, 一 2,… ,二 天 只 有 有 限 个 数 , 所 以 , 可 取 c 充分 大 , 使 


SD J YadP < se. 
下 面 我 们 研究 连续 时 间 参 数 的 蒜 的 Doob 停 时 理论 . 
定理 3.5 设 X = {Xi,.Fi,t € [0,ocol} 为 概率 空间 (Qu, 多,P) 上 的 上 靳 
( 蒜 ), 其 所 有 的 轨道 X(。,w) 右 连续 , 7,7 蕴 为 {Fi} 停 时 , 7T < n, 则 E(|X7|) < 
oo, E(|Xnl) < 09， 且 
E(Xn|F7) < E(Xr|F7) = X7, (3.22) 
(E(X,|F7) 一 E(X7|F7) 三 X7). 


424 第 十 一 章 园 


证 由 于 X(.,w) 右 连续 , 所 以 {Xi,t e [0, oo0]} 关于 { 锡 ,te [0, oo0]} 是 循 
序 可 测 的 . 因此 , (参见 [35] 第 七 章 命题 3.6) Xr e 多 ,从 而 五 (X| 多 7) = Xi. 
因 X 是 上 团 , 推 证 (3.22) 式 , 令 


1 2 
T= 伺 去: 这 … ,00) (n > 0), 
则 {Xi4, Fi,t e T,} 是 上 诸 , 再 令 


Sk [kl k 
m1 <r< 志 +ole-m (3.23) 


1n 之 定义 仿 (3.23) 式 , 则 元 ,nm 皆 为 {Ri :t ETT,} 停 时 , 且 7T,mn 上 0. 所 以 
由 定理 3.2 得 知 


E(X,, [2 ) < Xn; (3.24) 
E(|Xr,|) < co， E(|Xn,l)<% (n>0). 


由 命题 3.4 有 多 C 多, (n > 0), 所 以 由 (3.24) 式 得 知 
) XdPx< / XidP (4E8 CC 多) (3.25) 
A A 
而 由 X(。,w) 右 连 续 及 5 47,mm 17 得 
im Xn, = Xn, lim Xr, = Xr, (3.26) 
车 能 证 {X”,, :Nn =0,1,2,.….}, {Xr, :n=0,1,2,.…}, 皆 一 致 可 积 ， 则 由 引 理 1.3 


得 知 
lim X», = XLi; lim X = Xr,L!. 
也 一 CO 亿 一 OO 


从 而 有 
lim 14X， 一 14X， 了 (4eE 多 r)i 
人 九 一 OO 
lim 14Xr =1aX;:, Li.(Ae 2;). 
且 有 


/ XndP = E(14X;,) = lim E(1AXn,) 
A 侯 一 CO 
< lim E(14Xr,) = E(14X’) 


本 下 XrdP (4e 多 ) (3.27) 
A 
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由 X7r e 多 7 及 (3.27) 式 即 得 (3.22) 式 . 

下 面 补 证 {XX : n = 0,1,2,…} 一 致 可 积 ({X。: n = 0,1,2,…} 类 似 ). 
由 于 与 Tn+1 皆 在 Tn+1 中 取 值 ， 日 2 Tr1) 所 以 由 定理 3.2 得 

E(X7,|F7, ,1) < Xr (n>0). 
令 
Yn = Xr,, Gn = 7, (n 之 0)， 

则 {Ys = 0,1,2,.- -} 是 上 蔷 . 又 因为 E(Y-_n) 五 (Xr,) < E(Xo)(n 之 
0), 所 以 由 命题 3.8 得 知 {Y_; = X; :n= 0,1,2,…} 是 一 致 可 积 的 , 定理 证 毕 . 

定理 3.6 设 久 = {Xi, Fi,t € |0,o0]} 为 概率 空间 (Q, 多 ,P) 上 的 上 闭 ( 款 )， 
其 所 有 的 轨道 XX(。,w) 右 连 续 ， Ts 辟 为 {F.} 停 时 ， 且 当 §1 < §2,81,82 € [0, 00] 
时 , 有 Ts 之 Te 则 {XX7,, 多 7,,t € [0,o0]} 是 上 蒜 ( 壮 ). 

证 由 定理 3.5 即 得 定理 3.6. 

定理 3.7 设 X = {Xi,.Fi,t € [0,o00]} 为 概率 空间 (Q,. 多 ,P) 上 的 拷 (上 
蒜 ), 其 所 有 的 轨道 X(。w) 右 连续 , 且 {Xi :te [0,o00)} 一 致 可 积 , T 是 {F411} 
停 时 ， 则 兴 人 "= {Xitar, 1,t € [0, oo)} 是 蒜 (上 名 ). 

证 设 X 是 鞭 . 令 工 ,== 人 过, 末 … ,0) ,7% 如 (3.23) 式 所 定义 (n > 
0), 则 mL7T 且 mm:0 DT,, 


{ 加 二 | = { 握 : <T< 去 | E Fk /2n, 
所 以 5 是 { 免 :te T,} 停 时 . 显然 六 亦 可 视 为 { 多 :te [0, o0)} 停 时 , 再 用 
Tn | T,X(。w) 右 连续 知 lim Xr, = Xr7. 所 以 
{Xrat < 和 A} = {Xi < MT U {Xr < A,T < 


-es<xrzouf U {< 


m=1 n=1 j=n 


-earzou 人 UU (J 全 (ow - 乔 


n=1 7 nn 和 <t 


€ F: (te {0,o0)). 


由 {Xi :tefloco)} 是 一 致 可 积 鞭 、 所 有 轨道 右 连续 及 定理 2.2' 得 知 : 存在 
随机 变量 X。 ,已 (Xe|) < co, 使 


lim X: 一 Xw，as. 和 厂 1.， ”(3.28) 
t 一 Co 
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且 {Xi, 多 .,t € [0, oo]} 是 拷 , 在 定理 3.5 中 取 n= cojr = 人 mA 性 得 


E(Xw|Fr, nt) 从 7 At. 


n 


再 用 命题 3.6 得 知 {X7nt :te [0,o0],n > 0} 是 一 致 可 积 的 . 由 lim Xnt = 
XrAt 及 引 理 1.3 得 知 


lim 及 7 At 二 ArAt) Ll (3.29) 
且 有 
iim, | XndP = | XinidP(t € [0 oo A e 2). (3.30) 


由 (3.29) 及 (3.30) 式 , 为 证 X7 是 蒜 , 只 需 证 明 
/ X, nsdP = / Xi AdP (Ae Fs <tnz0). (3.31) 
A A 


今 任 取 A € 多 ,,s <t,n>0, 由 XX 是 著 得 


A XnsdP 
= | Xr dP+ / XsdP 
AN{Tn <s} AN{Tn >s} 

| Xi dP+ / XidP 
AN{Tn <s} AN{Tn >s} 


加 XdP + / XidP+ | 2 dP 
/ > 4n{m= 示 2 局 


小 >t 4n{rn = 志 } 


t> 订 之 s 2 
= | XrsdP+ 》、 / Ca-xoJap+ 1 XidP 
ANf{Tn <t} rae AN{rn= 坊 】》 AN{Tn >t} 
=— XadP 十 / (Xi = Xk/2n )dP (3.32) 
me 到 4n{m= 过 } 


由 天 是 炊 ,4< Fc Zoo (ss< 交 时 ) ,全 = 半 } Zim" 可 知 t> 这 之 
时 ,AN {m== 基 ejor, 从 而 


/ (Xi — Xk/j2r)dP =0. (3.33) 
AN{rn= 志 】} 


由 (3.32) 、(3.33) 得 (3.31) 式 . 定理 证 毕 . 
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上 世纪 60 年 代 , 由 于 调和 分 析 及 Banach 空间 中 的 几何 学 对 款 的 需要 , 以 
及 它们 相互 渗透 所 产生 的 新 课题 , 款 变换 得 到 了 快速 发 展 . 凌 变 换 即 是 蒜 与 某 种 
随机 变量 列 的 组 合 . 


定义 4.1 设 (Q, 多 , 忆 ) 为 概率 空间 , {多 :n= 二 一 1,0,1,2,…} 为 多 中 的 
一 个 非 降 子 o 代数 族 , 若 
Wi:NRDOR, WeEFn1 (n=0,1,.…), (4.1) 


则 称 了 = {WV :n> 0} 为 {多 ,} 可 预报 序列 ; 若 X = {Xn, 多 n,n > 0} 为 下 蒜 
(或 上 著 ), Du = Xn 一 Xn_1i(n 之 0, 关 1 三 0),V 为 {多 i,} 可 预报 序列 , 则 称 


Y = {Y,, .Fn,,n > 0} [ % = 2 iy > 0] (4.2) 
k=0 


为 X 的 关于 可 预报 序列 V 的 变换 . 
例 4.1 设 X = {X 多 mn > 0} 为 蒜 , 为 {多 } 停 时 , > :0 {0,1， 
2,.… ,o0}. 令 
Vn = 1 (7r>n} (mn 之 0), 
多 _1 = {2, 0}, DD», = Xn — Xn_1 (n 0,A_1 三 0)， 


则 VV = {Wh :>0} 为 {Fn} 可 预报 序列 ， 
Yn = > VD = >》 1(rzk} Dk = Xnnr, 
k=0 k=0 
所 以 开关 于 的 变换 了 = X7,Y 是 一 个 鞠 . 


注意 : 款 X 关于 可 预报 序列 V 的 变换 未 必 为 款 , 因为 VD 未 必 可 积 . 
但 是 , 车 对 每 个 n > 0,V 有 界 , 则 蒜 XX 关于 可 预报 序列 V 的 变换 了 必 
为 款 . 因为 Vi.Dk e Li(0, 多 ,P), VDk € .多 所 以 Y= = ViDk € Fn, Yn € 
二 0 


Li(Q, 多, P). 又 因为 
E(Vnr1iDnti|Fn ) = WhriE( Dn+1|7,) > 0， 


所 以 
E(Y,+1|Fn) 一 E(Vn+1Dnt1|;,) 十 E(Yn|,) 


即 Y = {7 多 ,n> 0} 是 著 . 
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对 每 个 n> 0,V 有 和 界 (甚至 {Vi :n> 0} 一 致 有 界 1),Y 的 性 质 也 比 X 的 
性 质 要 差 . 下 面 的 例子 说 明 这 一 论断 . 


例 4.2 设 {X :n>0} 是 概率 空间 (0, 多,P) 上 的 以 
es ,6 


为 状态 空间 的 时 齐 的 Markov 过 程 , 且 il < 了 时， 


2ij = P(Xnt1 = j|Xn = = | 


DI 一 I~ 


) 当 7 一 ?一 二 
由 = 时， 
pii= P(Xn41 =iXn = =1, P(Xo=0)=1. 


(这 样 的 Markov 过 程 称 为 在 士 具有 吸收 屏 的 简单 随机 徘徊 ). 令 多 , = c(Xo， 
义 1， , Xn)(n 之 0), F_1 三 {2, 0}, 令 Vx 三 (—1)*+1(k 之 0), 则 V = {Vx “大 之 0} 
是 {多 ;} 可 预报 序列 , V 一 致 有 界 1, {Xn :n > 0} 一 致 有 界 b. 显然 


E(Xn+1|Fn) = E(Xnt+ilXn) = Xn (n>0), 
即 X = {X, .Zn,n 之 0} 是 蒜 . 由 |X| < 5b 得 知 


1 Xe = SUp Xl <b<o0. 
n>0 


0 = {2: X00) =0, Xi(w) = 1,.… ,Xn(w) = 圭一 上 


则 当 we 9 时 ， 


~、 


n _ TYR+1 _1\k 
0) = DD | +p 


k=1 


-6 
< 2 2 





*84 蒜 变换 429 ， 
所 以 PP( 了 区 =n) > PuJ= (3) ， 因此 


IlYllw = stp Yllw = sup (加 (/ | 到 Pap) 
之 sup 局” |[¥, 4 
n>20 \P™% 
= sup (Em( im ( ~ 中 )- 00. 
n>0 \P™% 


定理 4.1 (Burkholder) 设 久 = {XZFn,n > 
上 的 著 , VV 二 {Vi :nn 之 0} 是 {多 %} 可 预报 序列 ,Da = 
0),Y = {1h, Bn,n>>0} 是 针 关 于 V 的 变换 ， 即 


ye 率 空间 (Q; 多 , 了) 
XX Xn _1(n 之 0, X-_1 三 


Y= > VDe (n>0), (4.3) 
k=0 
则 “和 | < oo 车 im Y 在 {V" < o0} 上 是 a.s. 收敛 且 有 穷 ", 其 中 V* = 
sup |Vnl. 
九 过 0 
特别 地 ， 


中 XX < oo， 人 入 1 全 lim 区， a.s. 收敛 且 有 穷 ”)# 


证 我 们 分 几 步 来 证 明 此 定理 . 
(0D 设 ||Xll。< oo,V*" < 1， 推 证 : im Yn, a.s. 收敛 且 有 穷 ， 由 于 WV € 
Fi-1(k > 0), Dr € Fr(k > 0), 


E(Dx|ZFr-1)=0 (kz>1), 
所 以 当 7 <k 时， 


E(V; Dj;VeDx) = E(E(V;D;Vk Dk| Zk_1)) 
= E(V;D;VE(Dk|Fx_1)) = 0 


因此 , 由 上 式 及 V* < 1 和 和 定理 1.1 得 


nN 2 nN 
DViDe)| = > Dr 


k=0 2 k=0 


LA 
< DIDrll2 = Xnll2. 
k=0 


上 52 = 
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所 以 , 由 Xll。< oo 得 ||Ylls<o, 更 有 Yh <o00. 由 V*<1 知 Y 是 靳 ,所 以 
由 定理 2.1 得 知 : lim Yo， a.s. 收敛 是 有 穷 ， 
(DD 设 X 是 一 致 有 界 M ( 即 sup|X。| 和 M) 的 下 蒜 , V* < 1, 推 证 lim Y;， 
7 之 0 N00 
a.s. 收敛 且 有 穷 . 令 


Do= Do, Di=—E(Dk|Fr1) + Dx(k > 1), 


则 (Dr|.Zn_1) = 0(k > 1), 因此 , 由 定理 1.1 得 知 {Di : k > 0} 是 某 个 靳 
区 = {XZn,n > 0} 的 差 序 列 . 令 六 .= WDj(n > 0). 因为 
k=0 
E(DEE(Dk|Zk_1)) = E(E(DkE(Dk|ZF-1)|Fk-1)) 
= E(E(D.|Fx_1)), (4.4) 
因此 


Drll2 = |Dy — E(D:l|F_1)|2 
= |Dxll2 — 2E(DEE(Dk|Zk-1)) + E(E(Dk|F1—1)°) 
= |Dxl2 — E(E(D:|.F;_1)*) < ||D:ll2. (4.5) 
不 妨 令 X 非 负 , 否则 考虑 X* = {Xi = Xn 二 M,Zn,n 0}, 则 X* 是 
非 负 的 一 臻 有 界 的 下 款 , 而 且 X 与 X* 的 差 序 列 一 样 : D。 = Xn 一 Xn_1 = 
XX 一 XX_1 = 二 DD;, 从 而 对 与 X* 关于 V 的 变换 亦 一 样 . 下 面 我 们 就 假定 X 是 
非 负 一 致 有 界 下 款 . 由 下 鞭 性 , 有 


E(Dn|Fn_1) = E(Xn|Fn_1)— Xn_1>20 (n>1) (4.6) 
再 用 X, > 0, (mn > 0), 得 


E(|Xn|) = E(|Xn_1 十 Do) 
= E(|D,|?) +2E(Xn,_1Dn) + E(|X»_1|?) 
= E(|Dn|?)+2E(Xn_1E(Dn|Fn-1)) + E(|Xn_1l’) 
> E(|Dn|?)+ E(|Xn-1|) (n>1), 


从 而 


IXnll3 = E(Xnl?) = (BE(IXk|) — E(IXk-1l?)) 
k=0 


> 2 UO )= 和 px 用 (4.7) 


=0 k=0 
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而 由 定理 1.1 及 (4.5)、(4.7) 式 有 
上 和 性 = > Drell? < > Dxll2 
= k=0 
<|Xnl2< M?<% (n>0), 
所 以 区 是 L? 有 界 的 , 因此 由 定理 2.1 及 (1), 得 知 
和 
皆 是 a.s. 收敛 且 有 穷 . 而 由 (4.6) 式 知 
E(Dk|Fk-1) >0 (kz>1), 


所 以 


YE(Dk|Fi-1)=2Z>0 
k=1 


收敛 . 推 证 2 < co, [a.e.]. 事实 上 , 由 积分 的 单调 收敛 定理 , 有 


>》 五 (Dh| 色 -1) 一 > (Dr 一 万 ) 一 XC— 和 (n> 1), 
k=1 k=1 


pD E(Dk|Fi_1) 


k=1 








E(|2|*) = im E | 


而 由 D 的 定义 有 


所 以 


< |Xnll2 +lXnls <2M (n>1), 
2 


从 而 ||2Zll2 < 2M, 故 2 < oo, as., 又 因为 V* < 1, 所 以 


5 ED Fi) 


k=1 














> [VE(DE|Fi_1)| < oo， as.. 


k=1 
但 是 , 
= + VED:F) (n>1), 
k= 二 


1 
所 以 由 lim_ 六 是 a.s. 收敛 上 且 有 穷 得 知 ,lim Yn, as. 收敛 且 有 穷 . 


(加 设 X 是 非 负 Z 有 界 蒜 , V* < 1, 推 证 im Yn, a.s. 收敛 上 且 有 穷 . 


(4.8) 
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任 取 实数 入 > 0. 令 XM = 一 (Xn 人 入 (n> 0), 则 
已 (Xi 9) = —E(Xnti NMPn) 
—(E(Xn+1i| Zn) A E(ANZn)) 
=—(Xn AN) = XH >0)， 
即 X= {XA, Zn > 0} 是 下 款 , 显然 XO) 是 一 致 有 界 和 因此 , 由 (I) 得 
知 


snp eh 
k=0 


是 a.s. 收敛 上 且 有 穷 的 , 所 以 若 令 X* = sup |Xnl, 则 


{X < Ac 门人 OO = -Xn}. 
你 之 0 


C {lim 了 收敛 上 且 有 穷 }， a.s,， 
而 由 (1.13)” 式 有 ( 见 定 理 1.2) 
Jim P(X’ < N=1, 


所 以 ,lim Yn 是 a.s. 收敛 是 有 穷 的 . 
(V) 设 广 是 L! 有 界 鞠 ， V* < 1. 推 证 Jim Yr 是 a.s. 收敛 且 有 穷 . 
由 于 X 是 二 有 界 蒜 , 所 以 |X|= {|Xal; Fn > 0} 是 L! 有 界 非 负 下 款 . 


全 
~ 
WO 一 {WY, Fi,,n 之 0}, WY 一 sup 五 (|Xk|| 多)， 
kn 
推 证 WW 是 L! 有 界 非 负 款 且 WD > |Xl. 事实 上 , 当 大 > mw 时 ， 
[Xn| < E(|Xxl|Zn) < E(E(|Xk+1l|Zr)| Fn) 
E(|Xk+1l|;), 
所 以 WY? = Jim EE(|Xkl|Z") > |Xn|(n > 0). 显然 WY € L1(0, 2, P)(n > 0), 
而 且 
Bw,) = B (im (xlsolz 
= lim E(E(|Xk||Zn+1)|Zn) 
= lim E(|Xxl|Z") 
= 由 (n>z0). 
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所 以 囊 (W 扣 ) = E(W()(n > 0)， 
IwoOh = lw = lsup BE(IX#llFo)lh 
= [ lim E(|Xxl|Z0)dP 
Q Kk—00 


= lim, | E(xill go)dP = lim, (Xil) 
一 oo 0 9 


= supl|Xxlli = Xl < oo. 
k>0 


故 WD 是 L! 有 界 非 负 款 , 且 WO = |X WD > [Xl. 
再 令 W422 = WD 一 Xn(n 之 0), 则 由 WD 和 三 皆 为 Z 有 界 蒜 及 WY > 
X 得 知 机 2) = {W(?,.Z,,n > 0} 是 L! 有 界 非 负 款 , 令 


D2 一 要 的 et WO 1,2;n = 0,1,.… ;WY 三 0)， 


k=0 
则 
Y= _ VDk=Y -YY (nz0). 
k=0 
而 由 (WU) 得 知 lim Yi 是 a.s. 收敛 且 有 穷 的 , 故 lim Ys 亦 然 . 
(V) 设 XX 是 L 有 界 黄 . 推 证 lim Yi 在 {V" < oo} 上 as. 收敛 且 有 穷 . 令 


Vx, 车 IVx| < 入 ; 


0 反之 (入 > 0). 


UK(A) = | 


则 由 (NV) 得 知 Ji 袜 

然 . 但 是 对 一 切 和 > 0， 

{V7 < 和 寻 C 们 {Um = 人 W} C {lim Yi 收敛 且 有 穷 }, as, 所 以 
n=0 Tu OO 


Dk 是 a.s. 收敛 是 有 穷 的 , 故 lim > Us( 和 A)Ds 亦 


{ < oo} c { lim 区 收敛 且 有 穷 }， a.s, 
定理 证 毕 . 


推论 设 针 = {Xn 多 i,n 之 0} 是 L1 有 界 革 , {Dn:n 之 0} 是 贸 的 著 差 序 
列 , 则 》 D2 < co, a.s.. 
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证 令 W=0,W= Xn-i(n>1), 则 V= {Wh:n>0} 是 {Fi :n>0} 可 预 
报 序列 , V* = XX", 而 Xl < co, 由 定理 1.2 有 P(V* < co) = P(X’ < oo) = 1， 
由 定理 4.1 得 知 lim Y 是 a.s. 收 伍 旦 有 穷 的 人 一 3 把 De， 显然 lim Xn 
人 一 OO k=0 nO0O 
亦 然 . 又 因为 


Sn(X) = Dx SX 
所 以 lim Sn(X)?= > D2 < oo, a.s.. 推论 得 证 . 
在 这 一 节 以 下 诸 定 理 中 , 着 X = {Xn, n,n > 0} 是 鞭 (上 、 下 款 ), 恒 


令 D;, = Xn — Xn-i(n > 0,X_1 = 0),5n,(X) = (2 Di) (n > 0),5(X) = 
k=0 
J SX) = ( 甘 ph) ,Di = sup|Dkl D" = suplDal, x" = sup Xol 
定理 4.2 设 X = {Xn,Zn,n > 0} 是 概率 空间 (0, 多 ,P) 上 的 蒜 ， 
轧 (S(XX)) < oo, 则 lim X 是 a.s. 收敛 且 有 穷 的 . 


证 令 Q* = [0,1, 多 "为 09* 中 一 切 Borel 子 集 . P* 是 Lebesgue 测度 ,再 
令 {rn : n > 0} 是 概率 空间 (Q*, 多 *',P*) 上 的 相互 独立 随机 变量 序列 ，rn 
只 可 能 取 1 与 -1 两 值 , 而 且 让 rn(t)dt = 0(n > 0)， 对 每 个 固定 的 t e 
[0, 1]， { 公 rk(t) Dk, Fn,n > ol 是 概率 空间 (9, 多 , P) 上 的 拷 , 从 而 











| yn ) Fn,n 之 0 
k=0 
是 (Q, 多 , P) 上 的 下 款 , 所 以 人 ( ra (Ds ) a o 是 单调 非 降序 列 . 又 
=0 
因为 1 1 1 
上 rj(Drg(t)dt = 上 rj (tdt 上 Be 
所 以 0 0 0 


Lol 





>》， Tk (t)D 


k=0 








SE Tk(t) DE 


k=0 





四 区 

人 省 
-s([/ Dnt | 
比 








i 
' 


Do pia | 让 E(Sn,(X)). 


=E 
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再 用 积分 的 单调 收敛 定理 (因为 瑟 (Srp 


1 
上 wps ( 
0 n>0 


| dt < E(S(X)) < oo 
所 以 存在 to € [0,1], 使 


supEb ( | < 29， 
n 宛 0 
nn 


即 Y = {Yn 三 2 rg (to) DEk, Fn,n 之 0} 是 工 ! 有 界 蒜 . 
又 因为 





) 对 n 单调 非 降 ) 可 得 


Dj rk(t) Dy 


k=0 








> Tk (to) Dk 


k=0 








Xn = Sh = D> a) “Tk(to) Dk 
k= 


0 k=0 


a 
k=0 


此 即 多 是 L! 有 界 蒜 7 的 关于 可 预报 序列 {ry (to) :有 > 0} 的 变换 . 而 sup Irn (to)| 
= 1 所 以 由 定理 4.1 得 知 lim X 是 a.s. 收敛 且 有 穷 | 


定理 4.3 设 和 = {Xn,Zn,n > 0 7 = { 了 ,Zn > 0} 溺 为 概率 空间 
(Q, 多 ,P) 上 的 款 , XX 是 L1 有 界 的 , 且 Sn(Y) < Sn(X) 之 0), 则 lim Yn 是 
a.s. 收 和 化 且 有 穷 的 . 


证 任 取 正 数 c> 0. 令 
7 一 inffn :|Xn|>c 或 So(X) > oj， 
并 定义 inf go = oo0, Swo(X) = S(X). 推 证 
E(S:(X)) < oo. 
事实 上 ， 


(4.9) 


6 当 {7 < oo}， 
T DS 
C) 


当 {7 = 00}, 
若 令 7 =T 信 n, 则 有 
/ [XrldP < lim inf / [Xr,ldP 
{T<o0} We {T<o0} 


< sup B(|X,). (4.10) 
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又 因为 {|X7l, 多 nm 之 0} 是 下 款 ， T, Tn 是 {Fk :上 之 0} 停 时 ， 所 以 


E(|X7,|) = >》 E(|Xxl; Tn = &) 
k=0 


< Bi 及 
k=0 
= xu (4 


以 (4.11) 、(4.10) 代入 (4.9) 式 并 注意 X 是 L! 有 界 的 , 则 可 得 百 (S-(X)) < oo. 
邻 邓 二 他 ,一 六, ,Fin > 0), 显然 歼 (| 亿 |) < ooo, 六,€ ZF, 且 对 任何 4e 多 
有 
4 NN {7™n = Jj} NN {itt > 从 E 多 7 
故 由 了 是 靳 可 得 
A (7 — Yn)dP = > [ (% — Yn)dP =0, 


AN{Tn=j}N{Tn+1>7} 


所 以 了 是 蔷 . 又 因为 
E(S(Y)) = 5 (% + > Ye a 站 
= 万 (+ 本 


n=1 


= E(S7(Y)) < E(S7(X)). 


所 以 EE(S( 了 )) < oo. 因此 由 定理 4.2 得 知 im 人 多 是 a.s. 收敛 上 且 有 穷 的 . 但 是 在 
集合 {X" <c,S(X) < 中 上 总 有 7 = o0, 故 =TAn=n, 从 而 ,= ,(n > 0). 
而 由 定理 1.2 和 定理 4.1 系 知 P(X* < co) = 1= P(S(X) < co), 所 以 lim Y 
是 a.s. 收敛 有 旦 有 穷 的 . 


定理 4.4 设 铸 = {Xn,.Zn,n >>0} 是 概率 空间 (Q, 多,P) 上 的 闭 , EE(D') < 
oo, 则 

(1) lim X 在 {S(X) < oo0} 上 是 as. 收敛 且 有 穷 的 

(2) {sup Xn <o0} C{S(X) < co a.s.. 

更 一 般 地 , 车 还 有 Y = {Yn > 0} 是 X 关于 可 预报 序列 V = {Vi : 
n 之 0} 的 变换 , 则 

(3) lim 到 在 {5(Y)<oolmfw < col 上 是 a.s. 收敛 且 有 穷 的 

(4) {supY < oo} fH{V* < coj C {S(Y) < ooj as. 


1 
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注 (a) 设 E(D') < co. 由 定理 3.4 及 定理 44 的 (1) 和 (2) 得 { lim Xn 
收敛 且 有 穷 } = {sup Xn < oo} = {S(X) < 00}, a.s.. 
(b) 设 E(D’) < o0,V* < Ka.s., 则 


E (sup | 到 一 |) 一 五 (swp va Dl ) < KE(D’)<o% 
nz 之 0 n>0 


故 由 定理 3.4 及 定理 4.4 的 (ii), (iv) 得 


{lim Yh 收敛 且 有 穷 } = {sup Yr < co} 
= {S(Y) < %,a.s.}. 


证 设 蔷 多 满足 E(D*) < oo 
(1) 任 取 正 数 入. 令 了 =inf{fn :Sn(X) > A 和 ,m= TAn, KX, = X, (n > 0)， 
则 仿 定 理 4.3 可 证 区 = {这 ,多 ,n > 0} 是 团 , 显然 


二 本 7 
E(S(R)) =E (® |e | 
本 
=E (有 人 站 
k=1 
一 五 (5 十 > [Xx 一 xf) 


k=1 
= E(S-_1(X)? 十 [Dr 
< EX2+D’2)3 <AM+E(D’), 


所 以 到 (5( 公 )) < oo. 因此 , 由 定理 4.2 得 lim X。 是 a.s. 收敛 是 有 穷 的 . 但 在 
集合 {5S(X) < 人 上 r=oo 且 和 三 驮 ， 所 以 lim, Xn 在 {S(X) < 和 上 是 a.s. 
收敛 且 有 穷 的 . 由 于 入 > 0 可 以 任意 取 , 所 以 (1) 获 证 . 

(2) 任 取 入 >0, 令 T= inf{fn:|Xn| > 和 ,Tm =TAn, KX, = Xr (n > 0). 则 
区 = { 葛 ,, .2 ,n > 0} 是 蒜 , 显然 , | 多 | < 和 + D', 所 以 区 是 二 有 界 蒜 , 由 定理 
4.1 系 得 

S(X) < oo a.e.. 
但 是 在 集合 {X* < A} 上 有 = oo 且 5(X) = 8( 训 ), 所 以 对 一 切入 > 0, 有 
{X <AM} C{S(X) <o00}, a.s., 


从 而 
{X’ <o0} C{S(X) < oo}， a.s., 
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但 是 , 由 定理 3.4 有 


{X ”< oo} = {sup Xn < oo}l = {inf Xn, > 一 oo}， a.8.. 
n>20 n>0 


(2) 获 证 . 
(3) 再 设 Y 是 X 的 关于 可 预报 序列 V 的 变换 . 任 取 入 > 0, 令 


1 当 |Vi(w)| < 和 


0, 反之 (n > 0), 


VV,(w) = 


n 
we kDk (n > 0), 


k=0 
Gs S00 
人 


) 


则 了 邓 = {入 ,Zi,n > 0} 是 款 , 且 E(G*) < XE(D') < co， 因此, 由 (1) 得 知 
im 六 在 {5S(Y?) < ooy 上 是 a.s. 收敛 是 有 穷 的 . 由 于 


Oo Oo 


{V' <Nc NW= Wc N=} 
n=0 n=0 
S(¥)? = > (VD)? < (VeDi)? = S(Y)’, 
k=0 k=0 
所 以 
{Y <A}HS(Y) < co c {5(Y) < oo} 站 (= 
nz 之 0 
c {lim 多 收 全 且 有 穷 } 门 { 名 = 长] 
肥 之 0 
c {lim Y 收敛 晶 有 穷 } ，a 
即 (3) 成 立 . 


(4) 由 于 E(G*) < oo, 对 了 用 (2) 得 


[sup < “| C {5(?) < co a.s., 


n>0 


tN 


nn 之 0 
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则 可 得 


(sup < co,Y ”< "} 三 (sup <o0oV < "} 


C {S(Y) = 5S(Y) < co， a.s.. 
由 于 入 > 0 可 以 任意 选取 , 在 上 式 中 令 入 一 co, 得 


(sup <o0V’ < ~| C{S(Y) < oo ， a.s.. 


也 之 0 
定理 4.5 设 (Q,. 多 ,PP) 为 概率 空间 , 4Ee 多 称 4 是 原子 集合 , 如 果 P(4) > 
0, 但 4 不 能 包含 两 个 不 交 的 具有 正 概率 的 子 集 . 车 夺 = {Xn, 史 nm 袜 0} 是 万 
有 界 蒜 , {Dn :n 之 0} 是 X 的 蒜 差 序列 , 4 是 原子 集合 ， D 的 值 域 尼 为 可 数 集 ， 
则 
> | 了 | < oo ,a.s.in A. 


n=0 
证 令 DD 之 值 域 丝 含 于 {a1,a2,a3,…},n 之 0. 由 4 是 原子 集合 知 : 固定 
任 一 非 负 整 数 n, 必 存 在 实数 oa, 使 4 c {Dn = ak,}, as., 亦 即 P(4 - {D = 
ak }) = 0, 如 果 不 然 , 则 对 一 切 ok, 均 有 P(A4 一 {Dn=ax}) > 0. 令 


K = sup{k : P(A, D», #41,:…: ,Dn #0ak) = P(A) > 0,k > 1)}, 


则 ll<K&o. 
(a) 若 天 < oo, 则 


P(A,D,, # a1,:… ,Dn #¥ ak, Dn = Qk+1) > 0. 


因此 AfN{Dn 天 a1,..* ,Dn ak, Dn = ak+1} 与 AfN{Dn, axkt+1} 是 A 中 2 Zh 
不 交 的 具有 正 概率 的 子 集 , 这 与 4 是 原子 集合 矛盾 . 
(b) 若 天 = co, 则 


PA Do Dr 
这 与 P (Ue, E ox) 二 1 了 矛盾. 所 以 必 存 在 ok 使 
AC{Dn,=axr,}, a.s., 


从 而 4c< mtP， ep 同 : 


1 若 CKn 之 0， 
Vn = a 
一 二 右 Qkn, < 0， 
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则 XX 关于 V 的 变换 Y= 人 也 Du Fun > "| 满足 
0 


Yn = > ou = Do a.s. in 4. 


7=0 


再 利用 定理 4.1 可 证 定理 4.5. 
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1. 证 明 引 理 2.1. 

2. 证 明 引 理 2.2. 

3. 证 明 引 理 2.3. 

4. 证 明 命 题 3.1. 

5. 证 明 命题 3.2. 

6. 证 明 命题 3.3. 

7. 证 明 命题 3.4. 

8. 证 明 命 题 3.5. 

9. 试 构造 一 个 随机 过 程 , 它 是 Markov 过 程 而 不 是 蒜 . 

10. 试 构造 一 个 随机 过 程 , 它 既 是 Markov 过 程 又 是 识 . 

11. 试 构造 一 个 随机 过 程 , 它 是 著 而 不 是 Markov 过 程 . 

12. (条 件 期 望 的 连续 性 ) 设 (Q, 多 , P) 是 任 一 概率 空间 , {多 ;,,n = 0, 1,…} 
是 多 中 的 一 族 子 o 代数 , 6 € L1(Q, 多 , 局). 试 证 : 

(1) 若 BccCF2c.…, 则 


n 之 0 


lim E(é|F;) -sl V | ， 8a.s. 及 也 1.; 


(2) 车 20D ZF1D FD…, 则 


im E(t|F,) -sl 门 | ，as. 及 LL.. 


你 过 0 


13. 设 (Q, 多, P) 是 任 一 概率 空间 , {.Z%,n = 0,1,…} 是 多 中 一 族 单 增 的 
子 o 代数 且 多 = vs Fn, 则 


(1) 局 D1(0， 素 ， P) 在 L1(Q, 多 ,PP) 中 稠密 , 即 是 对 任何 上 € Li(9, 多 ,也 )， 
存在 人 > 0} c Uy, L1(Q, 多 P), 使 


lim 6 =é, Ll. 
nO0 
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(2) 对 任何 e Li(Q, 多 ,了 ), 存在 {&n,n > 0}C U i(Q, Zn, 了 P), 使 
也 过 0 
im én 三 :名 8.52 

14. 设 Q = [0,1), 多 为 9 中 的 全 体 Borel 集 , P 是 多 上 的 Lebesgue 测 
度 . 试 构造 多 中 的 一 族 单 增 子 CI 代数 { 多 7 一 0,1,.…}, 使 多 = V Pn 且 
对 任何 & < Do, 多 ,P), 存在 {&i,k > 0} c_U POP)toeE>0lc 

n>0 

U Li(Q, 2, P), 使 


n 之 0 
é = lim 了 
二 im Nk, 8.S.. 
15. 设 Z(Q, 多 , P) 如 习题 14. 试 证 : [0, 1) 上 的 全 体 连续 函数 在 L1(Q, 多 ,也 ) 


中 稠 , 而 且 对 任何 £ € L1(Q, .多 , PP), 还 存在 [0, 1) 上 的 一 族 连续 函数 {7n,,n > 0} 
使 


lim 7 一 上 ， a.s.. 
也 一 OO 


16. 设 DZ10, 多 , P) 如 习题 14. 试 证 : 任 取 & € L1(Q, 多 ,PP), 有 


im 二 小 (es 去 ) - 人 é(t) 8.S.， 


其 中 是 以 1 为 周期 的 周期 函数 . 

17. 设 可 测 空间 (Q, 多 ) 是 可 分 的 , 即 存在 {4。: n > 0} C 多,o({An,n > 
0}) = = 多 . Fn = o(Ao, 41，: “ 2 六 n), Tm 二 {BY,.. ,BI®}, BN BM EE 
2 B49 = om < rin ( 即 mm 中 任 一 集 均 可 表示 为 41 中 有 限 个 集合 之 
并 ), c(m) = 多 a(n > 0),P 是 多 上 的 概率 测度 , p 是 多 上 的 有 限 测度 , p < P 
( 即 P(4) =0 僵 po(4) =0),€ = 2 为 对 忆 的 Radon-Nikodym 导数 . 再 令 


Xn(w) = 2 1 WwW n> 0,w EN), 
-0 


约定 5 = 0, 试 证 : X = {Xn > 0} 为 一 致 可 积 款 , 且 





dp 
Jim sn=s= 7 8.8,， 


18. (Kolmogorov 零 一 律 ) 设 {Xm > 0} 是 概率 空间 (0Q, 多 , P) 上 的 一 列 
随机 变量 ， 了 mn 洗 0o(Xn+1, Xnt2, we fe = a Tn. 称 Too 为 尾 0 代数 ， To 中 
n=0 
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每 个 集合 4 皆 称 为 {X,n > 0} 的 一 个 尾 集合 . 若 {X%,n > 0} 相互 独立 , 试 证 : 
{Xn,n 之 0} 的 每 一 个 尾 集合 4, 均 有 : 


P(4) =0 或 1. 


19. 设 {Xn,n > 0} 如 习题 18, {an,n > 0} 为 一 列 实数 , 则 


Pp > 全 上 有 穷 -0 或 1 
n=0 
en 设 oe 了 多, 忆 ), {Xn,n > 0}, {Tn,n 之 0} 如 习题 18. 若 {Xn,n > 0} 还 有 
0 ) E(x, ) <o=! Os 


(2) X», > 0, E( Xn) =o0 过 二 DXe mo0, a.s.. 


21. 试用 蒜 论 证 明 : 若 人 E 10, oo)} 是 概率 空间 (Q, 多 , P) 上 的 一 个 一 维 
的 标准 Brown 运动 , 则 对 任何 实数 a 及 正 实 数 和 > 0, 恒 有 


a2 
AP (ape > 》) <1l 


t 之 0 
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